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CHAPITRE PREMIER. 

PRÉLIMINAIRES. 

i . L'objet priucipal de la Trigonométrie est de resoiidtYi 
\es triangles. 

Résoudre un triangle, c'est trouver, par le calcul, les 
valeurs des côtés et des angles lorsqu'on a un nombre de 
données suffisant pour que le triangle puisse être déterminé. 

La géométrie apprend à construire un triangle rectiligne 
quand on connaît trois de ses six parties, pourvu que parmi 
les données il y ait au moins un côté; mais les construc- 
tions graphiques ne permettent pas de déterminer le degré 
d^approxîmation avec lequel les résultats sont obtenus. En 
substituant le calcul aux constructions , on peut obtenir les 
parties inconnues avec une approximation aussi grande que 
Ton voudra. 

Pour substituer le calcul aux constructious géométriques, 
il est d'abord nécessaire d'exprimer en nombres les don- 
nées de la question. A cet eilct, on rapporte les longueurs 
des ligues à une certaine droite prise pour unité. 

Pour évaluer les angles, on divise la circonférence en 
un certain nombre de parties égales nommées degrés. Le 
nombre des degrés contenus dans Tare qui mesure l'angle, 
exprime le nombre de degrés de T angle. 

Nous adopterons l'ancienne suhdis'ision tie la circonfé^ 
rence en 36o degrés, parce que les Tables de logarithme 
dont nous ferons usage se rapportent à cette snbdi\isio] 
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L'angle droit vaudra 90 degrés j le degré sera subdivisé 
en 60 ininuies, la minute en 60 secondes, la seconde 
en 60 tierces j etc. On indiquera les degrés, minutes, se- 
condes, au moyen des signes ^, ', ". Ainsi ^ pour désigner 
un angle de 24 degrés 17 minulçs 58 secondes, on écrira 
24^17' 58''. 

Dans la nouvelle subdivision , la circonférence est par- 
tagée en 4^0 parties égales nommées grades ou degrés cen- 
tésimaux. Le degré vaut 100 minutes, la minute 100 se- 
condes, la seconde 100 tierces. En prenant pour unité le 
quart de la circonférence ou le quadrant ^ un arc de 24 de- 
grés 17 minutes 58 secondes sera exprimé par la fraction 
0,241758. 

Définitions des lignes trigonoméiriques. 

2. La difficulté d'établir des relations immédiates entre 
les grandeurs des côtés et des angles d'un triangle a conduit 
à remplacer les arcs qui mesurent les angles par des droites 
qui en dépendent de telle manière qu'elles sont détermi- 
nées quand les ares sont donnés -, et que , réciproquement , 
la connaissance de ces droites suffit à la détermination des 
angles. Ces droites sont ce qu'on nomme les lignes trigono- 
métriques; voici leurs définitions : 

Le siwus d'un arc, ou de Fangle mesuré par cet arc, est 
la perpendiculaire menée de l'une des deux extrémités de 
l'arc sur le diamètre qui passe par Tautre extrémité. 

Ainsi, le sinus de l'arc AB [fig- 1), ou de l'angle ACH, 
est l'une quelconque des perpendiculaires BD, AE, abais- 
sées des extrémités B, A, de l'arc, sur les diamètres ACA', 
BCB'. 11 est d'ailleurs évident que ces perpendiculaires BD, 
AE sont égales entre elles. 

Le sinus d'un arc est la vioitié de la corde qui sous- 
tend un arc double. Car la perpendiculaire BD est la 
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moitié de la corde BF qui sous- tend Tare BAF double de 
Tare AB. 

La TANGEMTE TRiGOTîOMÉTRiQLE d'un arc OU dc Fanglc 
mesuré par cet arc , est la portion de la tangente indéfinie, 
menée à l'une quelconque des deux extrémités de l'arc , 
comprise entre le point de tangence et la droite indéfinie 
qui passe par le centre et par l'autre extrémité de l'arc. 
Ainsi, Tune quelconque des lignes égales à AG, BH, est la 
tangente de l'arc AB Qu de l'angle ACB. 

La SÉCANTE d'un arc ou de l'angle mesuré par ce:t arc , 
est la portion de la droite indéfinie, menée du centre à 
l'une quelconque des deux extrémités de l'arc, comprise 
entre le centre et la tangente, indéfinie, menée à l'autre 
extrémité de l'arc. 

L'une quelconque des droites égales CG , CH , est la sé- 
cante dc l'arc AB ou de l'angle ACB. 

On voit que la sécante est l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle dont les deux côtés de l'angle droit sont le rayon 
du cercle et la tangente de Tare considéré. 

Enfin, le sinus-verse d'un arc est la distance de l'une 
quelconque des deiix extrémités de l'arc au pied du sinus 
mené par l'autre extrémité. 

Le sinus-verse de l'arc AB est AD ou BE. 
3. On nomme complément d*un arc la différence qu'on 
obtient en retranchant cet arc de go*^. Il en l'ésulte que le 
complément d'un arc plus grand que 90° est négatif. 

Le sinus, la tangente, la sécante et le sinus-verse du com- 
plément d'un arc se nomment le cosinus, la cotangente y la 
cosécante et le cosinus-verse de cet arc. 

Par exemple, en supposant que l'arc ABD = 90*^ [J^S' ^) ' 
l'arc BD sera le complément de AB. La droite BQ, sinus 
de BD, sera le cosinus de l'arc AB. De même, les droites 
DE, CE, DQ, représenteront la cotangente, la cosécante, 

le cosiûus-verse de l'arc AB« 

1. 
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On a BQ = CP; ainsi le cosinus de Tare AB est rgal à 
la dislance du rcnlre (!, au pied du sinus de cet arc [voyez 
la note I). 

Des valeurs et des signes que prennent les lignes 

Irigonométriques. 

A. Nous venons de considérer les diiVérentes lignes iri-^ 
gonométriques d'un arc AB (Jig*^)j moindre que le quart 
de la circonférence. Lorsqu'un arc est plus grand que 90®, 
plusieurs de ces lignes irigonométriques peuvent prendre 
des situations opposées a celles qu'elles avaient quand Tare 
était moindre que 90". Par exemple, lorsque l'arc consi- 
déré AB' est compris entre 90" et 180°^ son cosinus, re- 
présenté en grandeur absolue par CP', a, par rapport au 
centre C, une situation opposée à celle du cosinus CP de 
l'arc AB moindre que 90^. 

Pour que les formules Irigonométriques conviennent à 
des arcs quelconques, il est nécessaire de distinguer les 
directions opposées des lignes trigonométriques ^ à cet effet, 
on affecte du signe -h les lignes qui tombent dans un sens 
déterminé et l'on donne le sigpe — aux lignes qui pren- 
nent une direclion conlraire. Kt les formules deviennent 
alors générales. 

Pour en donner un exemple, considérons d'abord l'arc 
AB moindre que 90*^. Son cosinus CP sera égal au rayon CA 
diminué du sinus-verse AP. Nous aurons donc, en posant 
. CA = /', celte première formule : 

cos AB =z r — sin verse AB. 

Lorsque Tare donné est A]\' compris entre 90" el 180*^*, on 
a , au contraire : 

CP'— L»'A — CA; 

et Ton voit (jue la formule précédente ne conviendrait plus 
à l'are AB', si le. cosinus de cet arc était représenté par 
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'4- CP . Mais si , conforinérQeJil à la règle qui vient d èlre 
indiquée au sujet des signes, on représente le cosinus do 
AïV par — CP', il en résultera 

cos AB' = V — si 11- verse AB', 

et la même formule s'appliquera à la fois aux arcs AB 
et AlV. 

En général , si Ton considère sur une ligne quelconque, 
droite ou courbe, dîflerenies distances comptées à partir 
d'une origine déterminée, on conviendra de donner à ces 
distarîccs le même signe lorsqu'elles seront prises d'un 
même côté de l'origine, et de leur donner des signes con' 
traires lorsqu'elles tomberont de côtés différents. Au moyen 
de cette convention , les formules deviendront générales. 
On peut d'ailleurs disposer, comme on voudra . du sens dans 
lequel les distances seront positives. 

Dans tout ce qui va suivre, nous prendrons pour origine 
commune des arcs, positifs ou négatifs, un point quel- 
conque A de la circonférence {fig> 3) , dont le rayon sera 
désigné par r. Les arcs positifs seront pris dans le sens A15A', 
et les arcs négatifs dans le sens contraire AB'A'. 

Quant aux lignes trigonométriques , on leur donnera le 
signe -h dans la situation qu'elles ont lorsque l'arc est po- 
sitif et moindre que 90*^, et on les afîectera du signe — , dans 
la situation contraire. 

Ainsi, on donnera le signe -h aux sinus et aux tangentes 
situés au-dessus du diamètre AA', et le signe — lorsque 
ces lignes seront au-dessous du diamètre. Les cosinus et 
cotangcntes auront le signe 4- ou le sigue —, suivant que 
ces lignes seront dirigées à droite ou à gauche du diamètre 
BCB', Enfin, la sécante est affectée du signe -h ou du 
signe — , suivant qu'elle se trouve sur la droite menée dit 
eojitn; à l'exlrémité de Tare, ou sur cette ligue prolont;é(ï 
en sens eonljaire. 
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5. Les angles d^un triangle étant chacun moindres que 
deux angles droits, les arcs qui les mesurent sont plus 
petits qu'une demi -circonférence ; mais l'application des 
formules de la trigonométrie ne se borne pas uniquement a 
la résolution des triangles, elle s'étend à un grand nombre 
de (juestions où l'on a à considérer des arcs non-seulement 
plus grands qu'une circonférence, mais encore susceptibles 
de varier depuis zéro jusqu'à l'infini, positif ou négatif. Il 
convient donc de déterminer les variations que subissent 
les grandeurs et les signes des lignes trigonométriques d'un 

■ arc qui augmente d'une manière continue depuis zéro 

.jusqu'à l'infini. 

En prenant le point A (Jig> 3) pour origine des arcs, 
concevons qu'un arc AM croisse positivement depuis o** 
jusqu'à 90*^ : il est évident que le sinus MP de cet arc aug- 
mente depuis zéro jusqu'au rayon CB \ la tangente AT aug- 
mente de zéro à l'infini , et la sécante CT, depuis le rayon 
CA jusqu'à l'infini. Les trois lignes complémentaires vont, 
au Contraire , en diminuant : le cosinus CP, depuis le rayon 
CA jusqu'à zéro^ la cotangente BS, de l'infini à zéro, et la 
eosécante CS, de Tinfini au rayon CB. 

Ainsi , en désignant le rayon CA par /•, on a : 

sin o° = o, ' tang o°=o, séc o°=r, 

sin 90° = r, tang 90° = 00 , séc 90" = 00 , 

cos 0° = r, cotang 0° = oo , coscc o" = 00 , 

cos 90® = o , cotang 90° = o , coséc 90° = r. 

Si l'arc continue à croître de 90*^ à 180°, le sinus M'P' 
reste positif, et diminue depuis le rayon CB jusqu'à zéro. 
La tangente AT' devient négative, et sa valeur absolue 
décroît depuis Tiilfini jusqu'à zéro. La sécante CT'est aussi 
négative, et sa valeur absolue va de même en diminuant 
de l'infini à r. Le cosiilUs CP' est négatif et varie de ^.éro 
à — /-j la cotangente BS' est négative et varie de zéro à 
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l'infini. La cosëcante reste positive et augmente depuis r 
jusqu'à l'infini. On a donc 

sini8o°=o, tang i8o"= o, séci8o" = — r, 

ces 180° = — r, cotang 180° = oo , coséc 180" == 00 . 

L'arc continuant à croître depuis 180^ jusqu'à 270**, le 
sinus M"?' devient négatif, et sa valeur absolue augmente 
de zéro à r, La tangente AT est alors positive , et augmente 
de zéro à Tinfini. La sécante reste négative, et sa valeur 
augmente de r à 00 . Le cosinus CP' reste de même négatif, 
et décroit, en valeur absolue, depuis /'jusqu'à zéro. La co- 
tangente BS, positive, diminue de 00 à o. La cosécanteCS, 
négative , diminue de oo à t\ De sorte que 

sin 270° = — /•, taiig 2.70° = QO , séc 270'' = 00 , 
cos2;yo° = o , cotang 270" = o , coséc 270® 1:= — /•. 

Lorsque Tare augmente de 270*^ à 36o®, le sinus est né- 
gatif et varie de — r à o. La tangente est négative et varie 
de 00 à o, La sécante redevient positive et diminue depuis 
l'infini jusqu'au rayon. Le cosinus est aussi positif et aug- 
mente de o à r. La cotangente négative varie de o à 00 . 
La cosécante est de même négative , et sa valeur absolue 
augmente depuis /• jusqu'à 00 . Par conséquent , 

sin SGo"* = o , tang 36o° = o , séc SGo*^ = r, 

ces 360*^ = r, cotang 36o° = oo , coséc 36o" = 00 . 

Si l'on suppose que l'arc devienne plus grand qu'une cir- 
conférence, ses lignes trigonométriques auront les mêmes 
valeurs et les mêmes signes que celles de l'arc ajouté à la 
circonférence. Et, en général, il est évident qu'en ajoutant 
à un arc un nombre entier de circonférences, ses lignes tri- 
gonométriques restent les mêmes. Il est encore facile dv. 
reconnaître que, si l'on ajoute à un arc un nombre impaii* 
de demi-circonférences, ses lignes trigonométriques cou- 
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sorvcnt les mêmes valeurs, mais changent de signe ^ à Tex- 
ception de la tangente et de la cotaugente dont les signes ne 
changent pas. 

Quant aux arcs négatifs qui sont comptés dans le sens 
AB' A' [fig' 3) , ils ont , en faisant abstraction du signe, des 
lignes tri gonomé triques égales à celles des arcs positifs d'un 
même nombre de degrés. En prenant, par exemple, Parc 
AM'"=: AM, les lignes trigonométriques de ces deux arcs 
auront évidemment les mêmes valeurs absolues, mais elles 
peuvent avoir des signes différents. Les sinus, tangentes, 
cotangentes et cosécantcs de ces deux ares AM''', A M, ont 
des signes contraires-, les cosinus et décantes ont le même 
signe. De sorte qu'en désignant par — a l'arc AlVF', on aura 
les relations suivantes : 

sin ( — «)=: — sin « , ces ( — a) z=z ces a , 

tang ( — a) =. — tang a , séc ( — a) = sec a , 

cotang ( — a) = — cotang a^ coséc ( — «) = — coséc a. 

On appelle supplément d'un arc la différence obtenue en 
retranchant cet arc de i8o°. Le supplément de l'arc a est 
donc (180^ — «). Pour déterminer le supplément de Tare A M, 
il suffît de mener par le point M la droite MM', parallèle au 
diamètre AA', et qui rencontre la circonférence en M'*, 
l'arc AM' sera le supplément de AM. Car 

AM' = i8o«— A'M' = 180^— AM. 

On reconnaît facilement que les lignes trigonométriques 
de deux arcs supplémentaires AM, AM' sont égales et de 
signes contraires, à l'exception du sinus et de la cosécante, 
qui sont les mêmes pour les deux arcs. En désignant par a 
l'arc AM, on a donc 

sin (180® — a) =:sin «, tang (180^— «) = — tang a, 

séc (180° — a) z=2 — sécrt , ces (180° — a) = — cosr/, 

cotang (i 80® — 0)-=: — cet fl' , coséc ( 1 80° — a) = coséc a . 
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Au reste , ces deruières formules peuvent être démon Irées 
sans la considéra lion des figures géométriques. lOlies résul- 
tent de ce qu'on a déjà établi au sujet des arcs égaux et de 
signes contraires , et des arcs qui diil'èrent d'un nombi*e 
impair de demi-circonférences. En eilet, ou a 

sin ( 1 80® — a) = — sin (fl — 1 80") = sin a. 

On démontrerai t de môme que tang (180** — n) = — tang a, etc . 

B. De la discussion précédente , il résulte que le sinus et 
le cosinus peuvent varier depuis -(- /'jusqu'à — r. Ces deux 
lignes changent de signe eu passant par zéro. 

La tangente et la cotangente varient depuis H- 00 jusqu^à 
— QO . Elles changent de signe en passant par zéro et par 
Tinfini. 

Enfin, la sécante et la cosécante prennent toutes les va- 
leurs comprises entre ret 00 , et entre — /'et — 00 . Ces 
deux lignes changent de signe en passant par l'infini. 

On en doit conclure que, en prenant le rayon pour unité, 
tout nombre positif ou négatif dont la valeur ne surpasse 
pas l'unité peut être considéré comme le sinus ou le cosinus 
d'un arc. 

Tout nombre réel, positif ou négatif, représente la tan- 
gente ou la cotangente d'un arc. 

Enfin, un nombre positif ou négatif dont la valeur abso- 
lue n'est pas moindre que Funité peut représenter la sécante 
ou la cosécante d'un arc. 

Nous avons encore une observation à faire au sujet des 
signes des valeurs infinies des lignes trigonométriques. La 
valeur infinie de la tangente de 90** doit être prise avec le 
double signe dz^ car elle est à la fois* la lijnite des tangentes 
positives des arcs croissant de o*^ à 90**, et celle des tangentes 
négatives des arcs décroissant de 180" à 90". La môme ob- 
servation s'applique à toutes les lignes trigonomélri(|ues 
susceptibles de devenir infinies. 
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7. Les lignes trigonomé triques recevant , dans Je premier 
quadrant, toutes les valeurs absolues qu'elles sont suscep- 
tibles de prendre, il est facile de ramener une ligne trigo- 
nomélrique d'un arc quelconque, positif ou négatif, à celle 
d'un arc positif qui ne surpasse pas 90". Par exemple, si 
l'on demande le sinus de io4o*^, on retranchera Z6o^ autant 
de fois que possible de io4o, et Ton aura le reste 320*^5 donc 
sin io4o" = si n 320^. On retranchera encore 180^ de 3 20'% 
ce qui donnera sin 3 20°= — sin i4<>^5 puis, en prenant 
le supplément de i4o% qui est 4<^'\ on en conclura 
sinio4o" = — sin 4o*'- 

8. Pour indiquer les valeurs des lignes Irigonométriqucs 
de quelques arcs déterminés dans le premier quadrant, sup- 
posons que l'arc AM (fig- 3 ) soit de 3o°: Tare double MAiNF' 
sera égal à 60*^. On aura donc la corde MM'''= /•, et, 

par suite, sin 30*^ = — Si Tare AM=45'^, l'arc double 

MA1VF'= 90", la corde MM''' sera le côté du carré inscrit 
dans le cercle, ce qui donnera MM'''= /' V^, et , par consé- 
quent, sin 45*^= — . Soit MA = ôo'', on aura MAM'''= 120^^ 
la corde M VF' sera le côté du triangle équilatéral inscrit , 

qui esit égal à /' v/3. Donc , sin 60*^ = 

On verra bientôt comment, lorsqu'on donne une des six 
lignes trigonométriques d'un arc, on peut trouver li»s va- 
leurs des cinq autres. 

Des arcs qui correspondetit à une ligne trigononiétrique 

, donnée. 

9. Une infinité d'arcs différents pouvant avoir une même 
ligne trigonomé tri que, proposons-nous : une ligne irigono- 
métrique quelconque étant donnée, de déterminer les arcs 
qui lui correspondent. 
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Soit b un sinus donné, en désignant par x un des arcs 
correspondants 5 on aura sin.r = b. En supposant b positif, 
on prendra sur CB {fig* 3), et dans le sens positif, une 
longueur CD = b 5 puis , par le point D et parallèlement au 
diamètre fixe ACA', on mènera la droite MDM' qui coupe 
la circonférence aux points M, M'. Tous les arcs, positifs 
ou négatifs , terminés à ces deux points correspondront au 
sinus donné 5 et réciproquement, tous les arcs correspon- 
dants au sinus donné devront se terminer à l'un de ces deux 
points. 

Nommons a le plus petit arc positif AIM qui a pour sinus 
la droite CD ou £. En représentant par t: la demi-circon- 
férence, les arcs positifs terminés au point M seront : 

(1) of, 27r4-a, 4'^ + ^> ^*^* 

L'arc AM' étant tt — a, les arcs positifs qui se termineront 
au point M' seront : 

(2) T — a, Stt — a, Stt — a, etc. 

Les arcs AB'M, AB'M' ont pour valeurs absolues 2 tt — 05 
et TT 4- a. Si oii les augmente d'un nombre quelconque de 
circonférences, en prenant négativement les résultats obte- 
nus , on aura encore , pour les arcs correspondants au sinus 
donné , les deux suites 

(3) — 27r-|-a> — /^Tz-\-oL^ — 6 TT 4- a, etc., 

(4) — TT — a, — Stt — a/ — Stt — a, etc. 

En considérant les arcs de la première et troisième 'suites y 
on voit qu'ils sont formés de l'arc a ajouté à un multiple 
pair, positif ou négatif, de demi-ci rconféfences. Quant a* 
arcs des suites (2) et (4)5 ils se forment évidemment 
retranchant Tare a d'un multiple impair, positif ou nég 
de demi-circonférences. On pourra donc 're. 

les arcs correspondants au sinus donné, < 

(l) 2 «TT -f- a, (2) (2/1 
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le uoinbre n étant un noinbie entier quelconque, positif 
ou négatif, et qui peut être supposé égal à zéro. 

Lorsque le sinus donné b est négatif , on porte sa valeur 
(le C en D' {flg' 3) , puis on mène au diamètre A'CA une 
parallèle M'' M''^ qui rencontre la circonférence aux points 
M", M'''. Soita le pi us petit arc positif ABM'' ayant pour si nus 
ladroiteCl)>nauraABM''' = 37r — a, AlVM''=:27r— ûf, 
hM!" = a — TT, et, par conséquent, les arcs, tant positifs 
que négatifs , correspondants au sinus donné , seront : 

X, a-t-27r, a + 47^> etc., 

377 — a, Si: — a, "^tt — a, etc., 

— 27r-|-a, — 4^"t~*> — 67r-f-a, etc. , 

H- TT — a, — TT — a, — 3 TT — a, elc. 

11 est évident que tous ces arcs sont compris dans Icî» 
formules (i) et (2), trouvées précédemment. 

10. Soit maintenant cos x =.b. S\h est positif, on pren- 
dra CP = b (Jig. 3 ) T et Ton élèvera sur le diamètre fixe A A' 
la perpendiculaire MPM''', qui rencontre la circonférence 
aux points M, M'''. Tous les arcs, positifs ou négatifs, ter- 
minés à ces points auront le cosinus donné CP ou b ] et 
réciproquement, tout arc dont le cosinus sera égal à i se 
terminera à l'un de ces deux points. 

Si Ton désigne par a le plus petit arc positif AM dont le 
cosinus est è, on aura, pour les arcs clierchés , les quatre 
suites ; 

a, 27r-f-a, qîc-^-x^ etc., 

27r — a, 4^ — ^> ^^ — *> etc., 

— 27r-t-a, — 4^^"^*» — ÔTT-f-a, etc., 

— a, — 2 77 — 7. , — 4^ — ^•> ^^^' 

Tous ces arcs seront donnés par les formules 2fiû-+-y, 
'1 u T. — a, le nombre ti ayant la même signification que dans 
les formules relatives au si uns. 
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On reroniiailra facilement que les formules restent les 
mêmes lorsque le cosinus donné est négatif. 

i 1 . Soit encore tang x := h. La quantité b étant supposée 
positive , on prendra sur la tangente indéfinie AX (Jig» 3) 
une longueur AT = h^ puis on joindra le point T au cen- 
tre C, par la droite TC qui coupe la circonférence aux 
points M, M''. Tous les arcs, positifs ou négatifs , terminés 
aux points M, M'', correspondront à la tangente donnée, et 
réciproquement. 

En désignant par a le plus petit arc positif AM, dont la 
tangente est b , on aura ABM''= tt -f- a, AB'M =27: — a, 
AB' A'F = TT — a 5 par conséquent, les arcs cherchés seront 

a, 27r-ha, 4^H"^-> etc., 

TT-f-a, 37r-ha, 57r-f-a, etc. , 

— 27T-f-a, — ^iT-\-ay — 67r+a, etc., 

— T-ha, — 37r-f-a, — 57r-4-a, elc. 

Tous ces arcs sont compris dans la formule /îtt -(-a, le 
nombre entier n étant pair ou impair, positif ou négatif, et 
pouvant être supposé égal à zéro. 

12. On trouvera d'une manière semblable que cotanga'= b 
donne x = n 7: -h a . 

Poursécj: = 6,onauraj'=::: 2//7Tz±:a.Elenfincosécx= b 
donne les deux formules 

Des relations qui existent entre les lignes triqonométriqueH 

(l 'un même arc, 

13. Pour déterminer les relations qui existent entre les 
lignes trigonométriques d'un arc AM {fig*^)'^ désignons 
cet arc par rt, et le rayon par r, nous aurons : 

MP = sin « , AT r= tang ^ , CT =± séc a , 
MD = CP = ces ût , BS = colang n^ CS = costc a . 
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Le triangle rectangle MCP donne 

MP--f-CP»=:CM% ou (i) sin'« + cos'^/ = r'. 

Les triangles CMP, CMD, étant semblables aux trian- 
gles CTA , CSB , on aura 



MP : 


. TA :: 


CP : 


CA :: 


MD : 


BS :: 


CD 


: CB :: 



CP 
CM 
CD 
CM 



CA 
CT 
CB 
CF 



ou 



sin a 
cosa 

COSrt 

sin a 



tang a 

r 
cotang a 



r 



COSfl 


: r 


r 


: séca 


sin a 


: r 


r 


: coséca. 



De ces proportions , on lire 

, , rsinrt 

(2) 'ang« = TrrT-' W 



sec a = 



cosa 



cosa 



, , , . r cos a 
(4 ) cotang a = — : > 



sin a 



(5) 



w2 



cosec a = 



sm a 



Nous sommes parvenus aux formules précédentes en con- 
sidérant un arc AM positif du premier quadrant ^ mais il 
est facile d'établir leur généralité en ayant égard aux con- 
ventions adoptées pour les signes des arcs et des lignes tri- ' 
gonométriques. 

Si Ton ne considérait que les valeurs absolues des ligues, 
ces formules seraient évidemment générales 5 car dans toutes 
les positions de l'extrémité M de Tare, ses lignes trigono- 
métriques formeront des triangles rectangles et semblables, 
qui conduiront aux relations dont il s'agit (*). Tout se ré- 
duit donc à vérifier si les signes des lignes que ces formules 
déterminent s'accordent avec les conventions précédemment 
établies. 

La relation sin- a 4- cos' a =>*, ne contenant que des 
carrés, est nécessairement vraie, quels que soient les signes 
de sin a et de cos a. 



(*) Il y a toutefois exception pour les cas particuliers où le point M 
roinciderait avec une des extrémités des diamètres AA', BB'; mais alors on 
peut immédiatement vérifier l'exactitude des formules en question. 
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11 reste a faire voir que les formules (2) , . . . , (5) déter- 
minent des signes convenables pour la tangente, la sécante , 
la cotangenle et la coséçante. 

De o" à 90*^, le sinus et le cosinus de Tare a étant positifs, 
les relations ( 2 ) , . . . , ( 5 ) donnent des valeurs positives pour 
lang a , séc a , cotang a , coséc a \ et l'on sait qu'il en doit 
être ainsi. 

De 90*^ à iSo*', sin a rcsle positif, cos a devient négatif; 
les formules (2),..., (5) donnent des valeurs négatives à 
tang a, séc a, cotang a, et une valeur positive à coséc a-^ 
ce qui s'accorde encore avec la position que prennent ces 
quatre dernières lignes. 

Lorsque Tare est compris entre 180" et 270", ou bien 
eiitrc 260" et 36o^, la même vérification a lieu. 

Si Ton suppose que cet arc, surpassant la circonférence, 
devienne Sô'o'^-f- a, le sinus et le cosinus auront les valeurs 
et les signes de sin a, cos a. Les formules (2), . . . , (5) don- 
neronldonc aux autres lignes trigonométriques de36o®-|- a , 
les mêmes valeurs et les mêmes signes que si l'arc considéré 
était égal à Tare a -, et Ton sait qu'en eifet les lignes trigono- 
métriques d'un arc ne changent pas lorsqu'on Faugmenle 
d'une circonférence. 

Enfin, si l'arc a devient négatif, le sinus changera de 
signe, et le cosinus restera le même. Dans ce cas, les rela- 
tio'ns (2)5. . ., (5) montrent que la tangente, cotangente, 
coséçante changent de signe, tandis que la sécante conserve 
le même signe; ce qui est toujours conforme aux conven- 
tions établies. 

14. Les formules (4) et (5) peuvent se déduire de (2) et (3) 5 
car, si l'on remplace, dans cesdernières, Tare a par 90^ — a^ 
elles deviendront 



, rsmfqo® — a) , , « x ' 

lanc 1 00**— a } = 1^ -\ src { 00" — n) = : • 

^^^ ' cos(90^— û) ^'^ ' cosqo^—r/) 
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OU 

/' cos a . r 

cotang a = — : 5 cosec a = 



V 



sin a sin n 

15. Les équations 

•2.3 2 . ^^^" '^ '*' 
sm' /2 -f- cos' «r = r% tanfi;«=r , s^Qca^z 5 

cos rt cos n 

r cos û , r ' 

cotang fl = — ; 1 cosec « = ~ — , 

sin a sm a 

donnent le moyen , lorsqu'on connaît une des six lignes de 
l'arc a , de trouver les valeurs desT^inq autres. 

1®^ exemple. Connaissant sin a ^ déterminer cos ri, tang «, 
séc a , cotang a , coséc a. 

Au moyen des cinq relations précédentes, on trouve fa- 
cilement 



cos ^ = dz \/r"^ — sin^ n, targ o == rh -y 



/• sm a 



yr' — sm^ £7, 



2 



séc az=-±i — _ -u '• V^'-' — «n' « 



-/====• ' cotang a 
on a , de pluis , 



cosec fl =: -; • 

sm a 



En exeeptant la cosécante, le calcul donne, comme on 
voit, deux valeurs égales et de signes contraires pour cha- 
cune des autres lignes t ri gonom étriqués. Et, en eflet, à un 
sinus donné CD {fig» 3) correspondent les cosinus CP, CP', 
égaux et de signes contraires, et de même les tangentes AT, 
AT', les cotangentes BS , BS', les sécantes CT, CT', qui sont 
deux à deux égales et de signes contraires. Quant aux 
cosécantes CS, CS', elles sont égales et de même signe. 

•i*' exemple. Connaissant tang a, trouver les valeurs de 
^in a , cos a , cotang a , séc a , coséc a. 
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Un calcul très*simple donne 



r tans a 
sm « =r m 9 cos a = 



v/r' -h tang* a ^r» 4- tang' a 

r^ 

cotanc a = 5 séc a = zbi/r- -h tant'' a , 

tanga 

, r Jr*-f- tanc'rt 

cosec rt = ± — ^ 2 — • 

tang a 

16. Lorsqu'on prend pour unité le rayon r du cercle , les 
formules ( 1 ),...,( 5 ) du n*' 1 3 deviennent 

sin fl . I 

sin' a -h cos^ a = i. tanc a = 9 sec a = , 

cos a cos a 

cos rt I 

cotang a = —, — 9 cosec a = 



sm ^ sin a 



Les valeurs numériques des lignes trigonométriques sont 
alors les rapports des longueurs absolues de ces lignes à la 
longueur du rayon du cercle. 

Formules qui donnent le sinxcs et le cosinus de la somme 
et de la différence de deux arcs, au moyen des siiius et 
cosinus de ces deux arcs. 

17. Soient AB = a , BD = b les deux arcs donnés (fig. 4 ) • 
Ona 

AD = û -f- 6 , AL = rt — bj BH = sin « , CH = cos a , 
DO = sin6, CO = cos^>, DF = sin (« -h ^>) . CF = cos (« -f- ^) , 
LI = sin (a — b), Cl =:r ces (a — b). 

Par le point O, menons OE, OG, ix^spectivement perpen- 
diculaires à DF, CA, et par le point L , la droite LIM peipen- 
diculaire h OG. 11 en résultera 

sin (a + b) = DF = FE -h DE == OG 4- DE, 
sin(û — ^) ^Ll =0G— OMnrOG - DE, 

cos (rt -hb) = CV = CG — ¥G — CG — OE, 

cos(û — ^) =r Cl = CG -h Gl =: CG + OE. 

3*^ éd. 'jL 
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Les triangles semblables COG, CBH donnent 
OG : BH : : CO : CB ou OG : sin a : : cos b : r; 



par suite , 



^ ^ sin fl cos b 

0G=: » 

r 



CG : CH : : co : cb ou CG : cos « : : cos b : r; 

donc 

cos a cos b 



CG== 



/• 



Les triangles CBH , DOE, qui ont leurs côtés perpendi- 
culaires chacun à chacun , donnent 

DE : CH :: do : cb, et EO : bh :: DO : CB; 

ou 

DE : cos û : : sin ^ : r, et EO : sin rt : : sin b : r. 

Par conséquent , 

^^ cos a sin b „^ sin a sin b 

DE = , EO = 

r r 

En remplaçant OG, DE, CG, EO par leurs valeurs, on a 



. , , , sin rt' cos ^ -h sm ^ cos n 

sin (fl -f- «>) =r , 

r 

, , , cos a cos b — sin û sin /; 

cos ( « + b)-=. 9 

. , , , sin a cos b — sin ^ cos a 

sm ( /ï — o) = 5 

r 

. . cos a cos ^ + sin /ï sin b 

COSffl — 0)=z . 

Posons r = I , et ces formules deviendront 

( i) sin ( « H- ^) zr: sin a cos ^ -t- sin ^ cos a , 

(2) cos [n -^ b)'=z cos a C05 b — sin at sin b , 

(3) sin [n — /») = sin a cos b — sin ^ cos a , 

(4) cos [a — b) =. cos a cos b -^ sma sin b . 
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18. Dans la démonstration des relations précédentes , on 
a supposé 'U , h positifs , et « -f- J <^ 90" [fig* ^).Y)e plus , 
les formules (3) , (4) ont seulement été établies pour le cas 
particulier où l'arc b est plus petit que a. On pourrait, au 
moyen de constructions géométriques, et en ayant égard 
aux signes des lignes, démontrer directement les formules (i), 
{2), (3), (4), pour tous les autres cas-, mais il est plus 
simple d'établir la généralité de ces formules de la manière 
suivante. 

Remarquons d'abord que si les relations (i) , (2) existent, 
quelles que soient les valeurs positives de a^ i, il en est de 
même de (3) et (4) , car ces deux dernières se déduisent des 
deux autres. En effet, augmentez l'arc a — b d'un nombre 
de circonférences 2/î7r, tel qu'on ait ^ m: '^ b ^ Tare 
rt H- inn — b deviendra la somme de deux arcs positifs : a , 
2 m: — b'^ on aura donc, par hypothèse, 

sin(rt -f- 2/27r — b) = sin a ces (a/iTr — b) ~t-sin {^tnir — /y)cosa, 
cos (a-f-2/Z7r — b) = ces a cos {2 a? tt — b) — sin « sin ( 2 // tt — b)j. 
Or 

sin (rt -I- 2 « TT — ^ ) = sin ( rt — b), cos ( 2 /? tt — b) = cos b ; 

sin ( 2 « TT — ^ ) = — sin ^^ cos [a -i- if?iT — b)^r= cos {a — b); 

donc 

sin { n — ^ ) = sin rt cos b — sin /; cos n , 

cos {a — b) = cos a cos ^ 4- sin a sin ^ . 

Ainsi, tout se réduit à démontrer les relations (i), (2), 
pour deux arcs positifs quelconques. 

i^. Soient a < 90^, b <; 90"^, a-hb^ go'\ Les complé- 
ments a', J', des arcs a, ft, seront positifs, et la somme 
a' -h b' sera moindre que 90^, car a' -f- J' est le supplément 
dea-^ h. On pourra donc appliquer les formules (i) , (2) 
aux arcs a', A'^ ce qui donnera 

sin (fl' -h b') = sin r/' cos b' 4- cos a' sin b\ 
cos (û' -^b')=z cos tf ' cos b' — sin a' sin b'^ 



2. 
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OU 

sin (rt -h ^ ) r= cos asm b -\- sin a cos , 
— cos (a -h h) = sin a sin b — cos a cos b . 

Ainsi, les formules (i) et (2) conviennent, dans tous les 
cas, k deux arcs positifs n^ b^ chacun moindres que 90^. 

2°. Suppposons les formules (1), (2), démontrées pour 
les deux arcs a, i; je dis qu'elles s'appliqueront de même 
aux arcs «, /?, augmentés d'autant de quadrants que l'on 
voudra. 

Ajoutons 90^^ à Tun quelconque a des deux arcs , on auia 

sin ( 90" -f- ^ -f- ^ } r=: sin ( 90° — a — b) z=: cos a -{- b); 

mais , par hypothèse , 

cos [a -\- h)z= cos a cos b — sin rtf sin b. 
D'ailleurs, 

(OS a n= sin (90° — a) = sin (go° H- «), 
et 

sin (i = cos (90° — ^) = — cos ( 90" ~h a); 
donc 

sin (90" -i- a -\- b)z=: sin (()0" ~h r/) cos /; -h cos ( 90" -f a ) sin b. 

On trouvera de même 

cos (90^-1- n -h b) r=: — sin {rr -{-/;)= — sin n cos b — sin b cos //, 

d'où 

cos (90*" -H rt -f- /;) =r cos {a -f- 90") cos b — sin [a -+- 90") sin b. 

On peut donc augmenter de po*' l'un quelconque des deux 
arcs a, /?, sans que les formules cessent d'être applicables; 
et, par conséquent, elles conviennent aux arcs a^ h^ aug- 
mentés, chacun , d'autant de quadrants que l'on voudra. 

La généralité des formules (i), (2), résulte immédiatement 
des deux remarques précédentes. En effet , soient a , ^ , deux 
arcs positifs quelconques. En retranchant de ^ , A , tous les 
quadrants qui y sont contenus, on aura des restes a\ h'^ 
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moindres que 90". Les formules ( i )• ( 2 ) . s'appliqueronulonr 
aux arcs a', i' (***)^ ^^» P^"* conséquent, elles couvienneut 
de même aux arcs a ^ b^ déterminés en augmentant chacun 
des arcs a\ i', d'un certain nombre de quadrants (2^). 

Enfin, les relations (i), (2), sont encore applicables à 
deux arcs n^atifs — /? , — b\ car 

sin { — a — b) =. — sin [a -\- b) = — sina ces b — sin ^ cos fi ; 

d'où 

sin ( — a — b) = sin { — a) cos ( — ^ ; H- sin ^ — b) cos ( — a , 

On a de même 

cos ( — a — ^] = *^<^s ^a -\- b \ =1 cos a cos b — sin a sin b , 

ou 

cos ( — a — b) = cos ( — a) cos ( — b) — sin ( — a) sin ( — b). 

Donc, les formules (i), (2), et, par suite, (3), (4), qui 
s'en déduisent, sont générales. 

Formules relatives à la miiltiplicntion et à la division 

des arcs. 

19. En supposant b = a, les formules 

(i) sin (rt -f- ^ ) r= sin a cos b -h sin b cos a , 

(2) cos (q -{- b) = cos a cos b — sin « sin b , 

donnent 

(5) sin 2 a = 2 sin a cos n , (6) cos 1 a := cos' n — sinV/. 

Lorsque è = 2 /^^ , on obtient d'abord 

sin 3 « = sin a cos ia 4- sin 2 ^ cos n , 
cos 3 « = cos a cos la — sin <7 sin 2 ^ ; 

puis,enremplaçantcos2a, sin 2 a, parleurs valeurs (5 ),(()), 
cl observant que siii^ a -f- cos^ a = i^W vient 

(7) sin 3 rt :::= 3 sin a — 4 sin^ a y (8) cos 3 ^/ =: 4 cos' a — 3 c(/o a 
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Par un calcul semblable, on obtiendra les valeurs de 
sin 4 CL , cos 4 ^ 9 sin 5a, cos 5 a , etc. , en fonction de sin a 
et de cos a. 

20. Pour obtenir des formules relatives à la subdivision 
d'un arc, remplaçons dans (5) et (6) Tare a par-- Il en 
résultera 

sin « = 2 sin - cos - 1 cos « =r cos' sm' — 

2 2 2 2 

Supposons donné cos a, et proposons-nous de trouver 

. a a 

sin - 9 cos — 

2 2 

En résolvant les deux équations 

a , (i a , a 

cos' sm' - = cos a y et cos' — h sin' - = i , 

2 2 2 2 

ce qui se fait en les ajoutant, et les retranchant successive- 
ment membre à membre , on trouve 



, a , /i — cosfl 

(9) «*"ï = =^V— 7— 



^ ^_ I \ H- cos a 
(lo) cos- = =h:y ^ 

Les inconnues sin -? cos -^ ont chacune deux valeurs 

2 2 

égales et de signes contraires; c'est ce qu'il est d'ailleurs 
facile d'expliquer. 

En effet, le cosinus donné, cos a, convient à tous les 
arcs compris dans la formule inT^±cf. [x^ 10) , a représen- 
tant le plus petit arc positif correspondant au cosinus donné \ 
TT la demi-circonférence ou iSo*' ; n un nombre entier quel- 
conque positif ou négatif, et qui peut être nul. Le calcul 
doit donc fournir le sinus et le cosinus des moitiés de tous 
les arcs compris dans la formule 2 w ïï zh a. Ces moitiés sont 
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représentées par // tt zh -• Si n est un nouibrc pair, on aura 



SID 

et 



.fi . L.«\ .L. • ^ 

iD - = sm /i t: ± - I = rt sin - 

2 \ 2/ 2 

- = cos 1 /i 77 dt - I = 

2 V 2/ 



COS - = cos l /l n- 3C - I = COS — 

Lorsque n est impair, en supprimant /i tt , il faudra changer 
les signes du sinus et du cosinus , ce qui donne 

sin - = ic sin - 5 cos - = — cos - • 
2 ^^ 2 2 2 

21. Soit maintenant donné sin a. Pour trouver sin -> 

2 

cos -9 on pourrait remplacer, dans les formules (9) , (10) , 



cos a par zh ^i — sin* a. Il en résulterait, pour chacune 
des lignes cherchées , quatre valeurs égales deux à deux et de 
signes contraires; mais nous allons déterminer ces valeurs 
sous une autre forme , en prenant les équations 

.a a . fi fi 

2 sm - X cos - = sm « , sm' - -f- cos' - =r i . 
22 22 

Si Ton ajoute la première à la seconde, et si de la seconde 
on retranche la première , on trouvera , en extrayant les ra- 
cines carrées des deux membres des nouvelles équations : 

a .a , / ; — a • ^ _l_ / '- 

cos - -f- sin - = ± V I -4- sm û , cos sm - = zt y 1 — sm a ; 

22 22 

d'où 

, , .a ,1 / : I / r 

(il) sin - =: ztz - y * + sui « _^ - y i — sin « , 

22 -^' 



fi2) cos- = zfc- v/i -h sin a'àz-\U — sin a^ 

^ ' 2 2 1 

On obtient donc, pour chacune des incoiinucb, quatre 
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valeurs qui sont, deux à deux, égales et de signes coii- 
iraîres. C'est encore un résultat facile à prévoir. 

En effet, le sinus donné, sin a, appartenant à tous les 
arcs renfermés dans les formules 

2/î7r-ha, (2/î+l)7r — a (n®9), 

les valeurs de sin -? cos -t sont celles des sinus et des cosi- 

2 2 

nus des arc» 

a 7C — a 

/îTT-j — 5 niz -i • 

2 2 

On peut, dans ces dernières formules, supprimer nr, en 
ayant soin de conserver ou de changer les signes du sinus 
et du cosinus, suivant que n est pair ou impair. On obtient 
de cette manière 



sin 


a 

2 


— 


ih 


sin 


a 

— 9 
2 


cos 


a 

2 




+ 


cos 


a 
2 



sm 



a i_ . / Tf — a 

- = ± sm I 

2 \ ^ 

- = db cos 1 

2 \ 2 y 



cos 
L'arc étant le complément de -9 on peut remplacer 

. fit — a\ , a . /tt — a\ .a 

sin I 1 par ±: cos - 5 et zn cos ( 1 par ± sm - • 

Lorsque le nombre des degrés de l'arc a est donné , on ne 
doit prendre qu'une seule des quatre valeurs obtenues pour 

sin— On déterminera cette valeur unique , au moyen des 

observations suivantes. 

L'arc a étant donné , on connaîtra le signe de json sinus , 
et le signe du binus de la moitié de ce même arc. Or, parmi 

les quatre valeurs de sin -9 deux étant positives et les deux 

autres négatives, il faudra exclure d'abord les deux valeurs 
dont le signe est différent de celui du sinus que l'on 
cherche. 



'"f 
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Supposons, par exemple, que sin a soit négatifs et sin - 
positif. Les deux valeurs 

- ( V ï -t- sin a -h v'i — sin /i ) 9 ( v^i -H sin a — y i — sin «), 

seront positives, el les deux autres négatives*, on exclura 
donc ces dernières. 

Pour distinguer parmi les deux valeurs restantes celle 

qui convient à la question, on ramènera Tare - au 

premier quadrant (n° 7). Si l'on obtient pour résultat 
un arc moindre que 45°, il faudra prendre la valeur 

(Vi -h sin a — v^i — sin a) 9 dans laquelle les radicaux 

ont des signes contraires. Si Tare obtenu est plus grand que 

45°, on prendra la valeur - ( v'i + sin a -h ^i — sin a) y 

dans laquelle les radicaux ont le même signe. Pour jus- 
tifier cette règle, il suffit d'observer que le carré du 

sinus de 45** est -» valeur plus grande que le carré do 
(v I H- sin a — y i — sin a) ? et plus petite que le carré 

de — (vi -h sin a H- v^i — sina)- 

Soit, par exemple, a = 280^; on aura -- =1 i4<>^S dont 
le supplément est 4o*^ ; d'où 

sin i4o" = sin 40** = ( y i 4- sin 9.80** — y^i — sin 280") 1 

valeur qui est réellement positive, parce que le sinus de 
280** étant négatif, le second radical est plus grand que le 
premier. 

On distinguera de mémo, parmi 1rs quatre valeurs Ak^ 
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a 

2 



cos-5 celle que l'on doit prendre lorsque lare a est donné. 



Cherchons encore sin ^j cos^? connaissant sin a, cos a. 
Si , dans les formules 

sin 3 âr = 3 sin a — 4 ^^^^ ^> ^^s 3 /i = 4 cos^ a — 3 cos a , 
on remplace a par -zt il viendra 



sin a = i sm TT — 4 s**^ ô » ^^^ « = 4 ^^s' - — 3 cos -^ • 

Supposons qu'on donne sin « = è ; en désignant sin ^ 
par X , on aura l'équation 

j:^ — -rX-h-76 = o. 
4 4 

L'algèbre apprend que cette équation a trois racines réelles 
lorsque b est moindre que l'unité ; on peut vérifier cette 
proposition par la trigonométrie. 

En eilet, le sinus donné b correspondant aux arcs 
2 /* 71 -+- a , (2 /» -j- i) TT — a (n^ 9) , le calcul doit donner, 
pour l'inconnue x , les sinus de tous les arcs des formules 

2 /ITT -h a (2/i-hi)7r — a 

3 ' 3 

Il suffira de remplacer w , dans chacune de ces formules , 
par trois nombres entiers consécutifs; car les arcs obtenus 
de cette manière, formant des progressions arithmétiques 
dont la raison est égale au tiers de la circonférence , on 
trouverait, en remplaçant n par les nombres entiers sui- 
vants, les mêmes arcs augmentés ou diminués d'un nombre 
entier de circonférences. 

En donnant à n les valeurs o , 1 , 2 , dans la formule 

7. n-n: -\- 'jL 
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on aura 




















z 

3' 


a 

3 + 


2ir 

3' 


a 

3 


H- 


4- 

3 


dont les 


suppléments sont les arcs 












a TT a -77 a 

'""3' 3""î' ~3~3' 

qu'on obtient en remplaçant successivement u par 1,0, — i , 

, (2/i-t-i)7r — a^, ., . , . 

dans ^ -^ Ces trois derniers arcs ont les mêmes 

o 

sinus que les trois premiers ; on trouve doue pour Tin- 

connue x les trois valeurs 



sin 7> sin 
o 



. /a 27r\ . /a L-k\ 



i""^ remarque. Soit AB = ^ (^g^. 5). Si l'on inscrit dans 

le cercle doutle rayon OA= j , un triangle équilaléral BCI), 
dont un sommet soit le point B , les perpendiculaires abais* 
sées des sommets B , C, D, sur le diamètre AOA', représen- 
teront les racines de Téquation 

,3 1 . 

4 4 

car ces perpendiculaires BE, CF, DG, sont les sinus des» 
arcs 

a a 2;r a 4 ^ 



ô 3 3 3 c) 

2*^ remarque. Lorsque le sinus donné h est positif cl 
moindre que Tunité , on a 

« < 90", j <^ 3o", 

cl, par conséquent , 

^'" 3 < 2 • 
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a 27r 



L'arc -^-+--5- est- compris entre 120" et i5o"; donc, 
sin ( ô + ~ô" ) ^^^ positif et plus grand que -• Le troisième 
arc ô -H-5- étant compris entre 240^ et 270^, le sinus de 
( ^ -f- -5- j est négatif, et sa valeur absolue est plus grande 

Si le sinus donné b est négatif, on aura 

a>i8o", et a<^270"; 
par suite, 

|>6o°, .et ^<90"; 
donc sin ^ sera positif et plus grand que -• Les sinus des 



deux autres arcs 



a 27r 



« . 4 



33' 3 "^ y 



sont alors négatifs; la valeur absolue du premier est plus 
petite que -9 et celle du second est, au contraire, plus 

grande que -• 

Au moyen de cette remarque, on distinguera facilement, 
parmi les racines de l'équation 

4 4 

celle que l'on doit prendre pour la valeur de sin ^, lorsque 
Tare rt sera donnée car on connaîtra d'abord le signe du 
sinus de ^^ puis, en ramenant Tare ~ au premier quadrant, 



i- 
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on veira sî la valour absolue do ce sinus est plus grande ou 
plus petite que la fraction -t qui est le sinus de 3o'\ 

Soit, par exemple, a = 390^' : on aura ^ c= i3o** dont le 
supplément est 5o**. Le sinus de i3o** étant positif et plus 
grand que -» il faudra prendre pour la valeur de ce sinus 
la racine positive de 

4 4 

I 
qui est comprise entre - et 1 . 

On pourra discuter de même 1 équation du troisième 
degré 

4 ros-' y — 6 cos — = cos a , 
4 3 

qui détermine les valeurs de cos - lorsqu'on donne cos a. 

Si l'on pose cos -r = .r , et cos a='h^ celte équation 
devient 

, 3 b 

4 4 

Le cosinus donné b correspondant aux arcs 2 « :: -j- a , 
'2 m: — a (n" 10), on doit obtenir pour rinconnue x les 
cosinus de tous les arcs des formules 

2/i7r-|-a 9. n 1: — a 

3 ' 3 

Il suffira de remplacera, dans chacune de ces formules, 
par trois nombres entiers consécutifs, parce que les arcs 
donnés par ces substitutions forment des progressions aritli- 
métîques dont la raison est le tiers de la circonférence. 

*^ fl T" I Qf 

Si Ton remplace // par o , 1,2, dans - — . (»t par o. 
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, 2 W TT — a , . I 

— I , — 2 , dans r 9 on obtient les^rcs 

a a 2 TT a 4 ''^ * /* 2 7r\ /a 4^ 

3' 3"^X' 3^^' ""3' ■"VS'^TJ' "U"^"^ 

Ces trois derniers , égaux et de signes contraires aux trois 
premiers , ont les mêmes cosinus ; Tinconnue x a donc pour 
valeurs 



a /a 27r\ /a 4^'^ 

cos-9 cos ( ^ -H - - 1 9 cos ' 



22. En général , Féquation qui détermine les valeurs de 
sin ( — ) 9 lorsqu'on donne sin a , est du degré m ou du de- 
gré 2 m, suivant que le nombre entier m est impair oupaîr^ 
dans ce dernier cas , l'équation a ses racines deux à deux 
égales et de signes contraires. L'équation qui détermine les 

valeurs de cos - au moyen de cos a est toujours de degré m 

{voyez la note II ) . 

23. Ou peut résoudre les mêmes questions pour la tan- 
gente. 

Cherchons d'abord les tangentes de la somme et de la 
différence de deux arcs a , J , connaissant tang a , tang è. 
On a 5 en supposant r = i , 

sin (fl -h ^ ) sin « cos 6 -h sin ^ cos a 

tang [a -h 0)=. --7- = 7 : : — - ; 

° ^ ' cos (a -h à) cos a cos — sm a sin b 

d'où , en divisant par cos a cos b les deux termes de la frac- 
lion , 

sin a sin h 



, . , cos a cos ù 

tang (a-i-b) = ; ; — 7; 

^ ^ ' - sm a sin o 
, 

cos a cos o 
ce qui donne 

(i) tang (it-^b) = ^ — ^. 

^ ' " ^ I — tang a tang b 



Oii titm^e de nKmt 

uns ^ — i*TU *• 

(2- tim: tf — i = — = = — 5" 

1 — lang £ tmc t 

Lorsque b =. a^ la formulo i devient 

3 tlll£:2«=r == 

1 — tans:' « 
Si i = 2 rt • on a 

une <i -^ Un;: 2 «2 

un^. 3#i= — =^ =^ 

I — un^tfUn£;a0 

Remplaçant tang -2 a par sa valeur _ ^^ -^ el réduisant : 

(4) tang ôaz= :^ — — ^^ — . 

^^^ ^ 1 — 3 tanû» a 

Un calcul semblable donnera It^ valeurs do tang.i«i. 
tang 5 a , etc. , en fonction de tang a. 

24. Polir trouver tang-? connaissant tang « , rempla- 



çons a par -dans la formule (3). Il en résultera 

2 lang ^ 

tanî^/i = - 

I — tang^ -- 

En faisant disparaître le dénominateur, on oblîondra \v- 
quation du second degré 

(5) tang' - H X tang i — o ; 

' • - ^2- tang n ^?. 

d'où 

lanff- = (— i ±v^i -h tanp'rt). 

^ 2 tang a^ ^ *' ^ 



a 



I/équation (5) montre que l'inconnue tang- a deiix vn- 



2 



leurs réelles dont le produit est égal à — i : f''<î«l cr i|n'il 
est facile de vérifier par la trigonométrie. 
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Car on doit trouver pour riiiconnue, tang-? leslangenles 
de tous les arcs (n^ 11)^ mais, suivant que n est pair 



ou impair, on a 



ou bien 



nir H - a a 

tang = lang -5 



/? TT -}- a TT H- a 

tang = tang ; 



les deux valeurs de lane- sont donc 

^ 1 



tang^, et tang Uo« -4- ^ j 



D'ailleurs 

tang ( 90« 4- ^ j = — tang Uo« — = — cotang-. 

II s'ensuit 

a / * \ fit ûc 

tang - X tang ( 90° -j- - J = tang - X — cotang - = — i . 

25. Si l'on veut obtenir tang ^5 connaissant tang a, on 

posera tang^ = jc, tang az= b^ et la formule (4) conduira 

à l'équation 

, 3.r — jc^ 

h = r— 9 

I — 6 x^ 



a 



après avoir, toutefois, remplacé a par -• En faisant dispa- 
raître le dénominateur, et transposant, cette équation de- 
viendra 

x^ — 3 è.r ' — 3 jr H- è =: 0. 
On trouvera donc trois valeurs pour tang ^. En elï'et, Ja tan- 
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gente donnée h correspoiidant aux arcs w tt H- a (u^ H ) , le 
calcul doit donner pour Fînconnue x les tangentes des arcs 

de la formule — 5 Il suffira de remplacer successivement 

n dans cette formule par o, i , i\ car les arcs obtenus de 
cette manière , formant une progression arithmétique dont 
la raison est le tiers de la demi-circonférence, on trouve- 
rait, en remplaçant n par les nombres suivants, les mêmes 
arcs augmentés ou diminués d'un nombre entier de demi- 
circonférences. Les substitutions de o, 1,2a n donnent 
pour les valeurs de jr : 



a /a TT^ 

tangj, tang(^3+^ 



a 2 TT 



' '«"s'â^T 



Remarque. Lorsque la tangente donnée b est positive et 
finie , on a 

a < 90" ; d*oii ^ < 3o°. 

j l'oL n\ /a 2 7r\ ' . , 

Les arcs Iô-^ô' 1^~^"t)' *^®^<^"^ compris : Je premier, 

entre 60*^ et 90^; le second, entre 120° et i5o°. Il s'ensuit 
d'abord , 

ex. ^ /a 7r\ 

tang 3 < I ,. tang l 3 + 3 ) > ' • 

Quant à la tangente de (0+ ~ô")' ^1^^- s«ra négative. 
Si b est négatif et fini , on aura 



a ^ ^ a 



a > 90^ et a < l'Bo"; d'où :r > 3o" et - < 60". 

La tangente de - sera positive. T/arc (ô"*~ô)' co^ 
entre 90*^ et 120°, aura une tangente négative plus fi 
que Tunité, en valeur absolue. Le l' * " ^ arc 
3'' rV/. 
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sera compris entre i5o" et 180°^ 3a tangente sera négative 
et moindre, en valeur absolue |.qud' uni té. 

D'après cela, on pourra distinguer parmi les trois ra- 
cines de l'équation 

^x^ — 3 hx^ — 3 Jt' H- ^ = o , 

celle que l'on doit prendre lorsque l'arc a sera donné. 
Car, en supposant i ^ o et fini , Téquation 

X' — 3 hx*^ — 3 a: -h ^ = o 

aura, comme on vient de le voir, une racine négative et 
deux racines positives, l'une <; i , et l'autre > i . Si ÎMan- 

gente de^^ est négative, elle correspondra évidemment à la 
racine négative de l'équation. Si tang^ est positive, on ra- 
mènera l'arc ^ au premier quadrant 5 et, suivant que l'arc 
obtenu sera plus petit ou plus grand que 45", il faudra 
prendre pour tang ^ la racine plus petite ou plus grande 

que l'unité. 

On trouvera de même à quelle racine correspond tang - 

lorsque h sera négatif. 

Formules qui serveîit à transformer en produit la somme 
ou la différence des licjnes trigonométriques. 

26. On a 

, ,. . . . . /« + ^\ /^-^\ 
( 1 ) sm fl -I- sm A = 2 sm I ] cos ( | , 

, ■ . . . . (a — è\ /rt + b\ 
(2) sin a — sin £> = 2 sin I j cos I J 7 

{ 3) cos fl + cos O =r 2 COS ( j COS I 1 > 

,,, / • l^-^^\ • (b — n 
(4) COS rt — COS b =: 2 bin I j sm 
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En eflet, posons 

a -\- b a — b 

il en résultera 

et, pai' suite, 

sin a -I- sin ^ = sin [p -h q) -f- sîn (/> — 7), 
sin a — sin A = sin (/? + 17 ) — sin (/; — 7 ) , 
ces a -f- CCS b = ces {p -^ q) -+- ces (p — 7), 
ces a — ces b = cbs (p ^ q) — ces (p — q). 

Mais les formules 

sin (/» zh 7) = sin p ces 7 ± sin 7 ces /^, 
cos(/? ± 7) = cos/> CCS <7 ip sin /? sia <y, 

donnent 

sin (y? -h q) -h s\n (p — q) = 2 sin /? cos q , 
sin (p -h q) — sin {p — q) •= n sin q cosp, 

COs{p -h q) -h cos {p — q) =2 COSp COS'q^ 

cos {p -h 7 ) — cos (/? — q) = — 2 sin y7 cos q ; 

d'où 

... . fa-hb\ (a—b\ 
sin û + sm « = 2 sin /? cos 7 = 2 sin I j cos ( j 9 

• I • • /^ — ^\ l^-^^X 

sin fl — sm 6 = 2 sm 7 cos /? = 2 sin I 1 cos ( 1 > 

cos rt H- cos ^ = 2 cos/? cos <7 = 2 cos I 1 cos ( J . 

, . . . fa-hbX , (h—xi\ 
cos a — cos 6 = — 2 sin /? sin 7 =7 2 sm I 1 sm I J • 

On peut aussi transformer en produit la somme et la dif- 

3. 
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férenciî de deux tangentes et de deux sécantes -, car 

sin a siii sin a ces ^ itl sin h ces a 

tane a ± tant; à = nz r = -. — ; 

^ " ces a ces o cos a ces b 

donc , 

_ _L_ , sin(û±6) 
(5) tane a liz tang b = ^ / , 

, , ! 1 cos b -p cos a 

(b) sec a -\- sec b = 1 j- = , 

^ cos <7 COS b cos a cos o 

la -^ b\ (a — ^ 
2 cos cos 



cos a cos 6 

, , 1 I cos b — cos a 

(7) sec a — sec b = ;- = j— 

' ' cos n cos b cos a cos o 

Vi -f- è\ . /' fl ^ — b\ 
2 sin I sin 



cos a cos b 

Si l'on avait à transformer en produit sin a -h cos è, il 
suffirait de remplacer cos i par sin (90° — i) , ce qui donnera 

sin n -f- cos ^ = sin « -f- sin ( 90® — b) 

= 2 sin (45*" -^- ^ ^ ) cos l— 45° ) • 

27. En général , pour appliquer les logarithmes au calcul 
tri gonomé trique , il est nécessaire que les expressions sur 
lesquelles on doit opérer soient des monômes, entiers ou 
fractionnaires. On est donc conduit à remplacer par un 
seul terme la somme algébrique de plusieurs termes. 

Considérons d'abord le cas particulier où Ton aurait deux 
termes. Soit , par exemple , la somme a -h è de deux termes 
a, fe, contenant des lignes trigonomélriques quelconques. 

On remplacera d'abord a -h h par a ( i H — j 5 puis on 
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déterminera un angle anxiliaire cp, tel que tang(p = -- Il en 

résultera 

/ sin q)\ (f , . . 

a -i- h =z a (1'+' tani'cu) z= a { i-\ )= (coscp H-sin© ; 

^ ^ ^ ^ \ cos cp / cos y 

mais 

cos <p -H sin ç = sin (90" — (p) -f- sin <p = 2 sin 45** cos (45° — <p); 
donc 

2 a sin 45** cos (45** — <p ) 1 V 2 cos (45° — y ) 



« -h 6 



cos y cos f 



Pai* un calcul entièrement semblable , le binôme a — b 
se transformera en monôme. 

Soit, maintenant , une expression a — b-^c — rf-f-etc. , 
renfermant autant de termes que l'on voudra 5 on pourra 
toujours, d'après ce qui précède, réduire deux de ces termes 
en un seul. A chaque opération semblable, le nombre des 
termes se réduira d'une unité ^ on arrivera donc à une 
expression composée d'un seul terme. 

Pour donner un exemple de ces transformations , consi- 
dérons l'équation du second degré 



dont les racines a: = — -d=i/y — h q sont réelles. On 
pourra d'abord les mettre sous la forme suivante : 

Soit (p un angle auxiliaire, tel que tang* (p == -~ , il viendra 



X ~ '- ( — I ± sec a? ) = - 

'>. ?. \ cos ^ 
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Si l'on prend le radical avec le signe -h , on aura 



p sin 

J7'=- I '■ \ = ?; 

C0S7 



j_P / i— COSy \ 

2 \ C08 y / 



et , en prenant le radical avec le signe — , on aura 

? 

/ V p cos* - 

„ /?/i-HcoS(p\ „ -^ 2 

^" = — -- ( I 9 QU X= 



) 



2 \ COS y / COS ^ 

L'équation i?:' + px -f- ^ = o donnera 



,=£(-,±y/,-Lf), 



Pour que les racines soient réelles et inégales , il faudra 

ï • 4 'y ^ 
qu on ait -^ <; I . 



Posons 



il en résultera 



4? • , 



JT n= - ( — I ± COS ç ) ; 



d'oi 



ou 





a? — » sm' - 5 

2 




J7'' = — p COS* -• 

2 


Les équations 






x"^ — px — ^ = 0, 




x"^ — px -\- q =0, 



donneront, pour x' ^ x" ^ des valeurs égales et de signes con- 
traires à celles que Ton vient d'indiquer. 

28, Les formules (i), (2), (3), (4) du vP 26, page 34, 
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(loiiiiciit : 

. , 2 siii I cos I I laiii» 1 ) 

.,, Sin^-f-Slll/^ \ 1 ^ 2 y ^\ '2 J 

I 55) ^ :rr = ^ ' ; 

sïna — sin /^ . /a — ^\ /u -h à\ la — l»\ ' 



2Sin 



. , sin rt -+- sin b 

(9' 



C08«-f-C0S^ 

31 COS 



2 sin I cos ( , , 

\ 2 / \ 1 ' ,a-\-b\ 



. , 2 Sin )cos( ,, 

, sinrt-i-sin6 \ 2 / V 2 / ib^n\ 

( I o; == ; ~ ^, ^=^^'"^«nS ( • 

eosrt — cos^ , /a-hb\ . lO^-aX ^ \ 2 ^ 



. /a — b\ ,a -t- ^\ 
sin I ) cos ) / I s 

cos«-+-cosZ> /a-hb\ fa — /i\ ^\ 2 .' 



2 

, . sin rt — sin b 
(«0 



2 cos ! I cos 



2 

sin a — sin b 



. ia — b\ la + b\ 
,sin^--)cos^-^) 



. . 1 cos « — cos 6 . (a-^bX . (b — a\ 

/« + 6\ 
= — rotang ( -^ ) ^ 

/«-f-/A /a~h\ 



cos rt -\- cos 6 



, ,v )cos« — cos// . fa-hb\ . /^ — rt\ 
l ' -V < 2 sm I I sm I I 

/a-hb\ (f^ — f'\ ' 



. //ï -f- /A /^ — />> 



(sin /'/ 4- sin b) (sin ^ — sin b) z=: 2 sin f 

. (^'—f'\ (n\ b\ 
^,sm ^ -.--). os ^^-^-.j 
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OU 

( 1 4) sin^ a — sin^ ^ = sin ( « -f- ^ ) sin ( « — b), 

La formule (8) , qui sera bientôt appliquée à la résolution 
des triangles, peut être énoncée de la manière suivante : 
La somme des sinus de deux arcs est à la différence de ces 
mêmes sinus y comme la tangente de la demi-somm.e des 
arcs est à la tangente de leur demi- différence, 

29. Nous placerons encore ici quelques autres formules 
qui méritent d'être remarquées. 

Soient a^h^c^ trois arcs dont la somme est égale à i8o^, 
on aura 

I **. ces' a -f- ces' h -f- cos^ c ->ri ces a ces h cos c = i ; 

car 

cos ( A -h c ) = cos ( 1 8o° — û ) ;= — cos a ; 
d'eu 

cos h cos c — ^ ^ sin f =r — cos a , 

et, par suite, 

cos h cos c 4- cos « =r sin ^ sin c. 

Elevant au carré , et remplaçant sin*fe.sin*c" par 
(i — cos^i) (i — cos'c), il vient 

cos' b cos' c -f- cos' a -h 2 cos a cos b cos c = i — cos' b — cos' c 

-\r cos- b cos' f , 

ou 

cos' a -h cos' b -j- cos' r 4- 2 cos a cos b cos c = 1 . 

n • • / • .abc 

2^. sin fl -h sin A -I- sm r = 4 cos - cos - cos - • 

222 

En efiet, 

sina-l-sin^ -f- sin c = sin a. -h sin // -+- sin(fl-f-^), 
puisque a-\-b -h c = 1 80^ donne 

sinr = sinf/7 -|- b). 
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Mais 

sin fl -h sin 6 = 2 sin r ] cos I -: J 9 

et 

sin (« H- «>) = 2 sin 1 ] cos I j ", 

donc 

sina-f-sin6 -l-sinc+asin I H cos ( jH-cosI j • 

Remplaçaut 

, [a-\-b\ c /a^b\ ^ /a -h b\ 
sm ( I par cos - » et cos ( I -h cos I j par 

a b 
2 cos- cos -> on a 
• 2 2 

... , a b c 

sin a -{-sino 4- sin c =r 4 cos - cos - cos — 

222 

3**. tang a H- tang b -f- tang c z= tang a tang b tangc . 

L égalité a-^ b -{- c =^ 180° donne 

tang (a .+- ^) = — tang r, 
ou 

tang a -h tang h 

■ ~" , —^ *"■" lauc c 

1 — tang a tang ^ 

En faisant disparaître le dénominateur, on obtient 
tang a -h tang b =z — tang c rf- tang a tang b tang r, 
et, par conséquent, 

. tang a -h tang b -f- tang c = tang ^ tang b tang c. 

Les relations i^ et 3^ conviennent à trois arcs a, fe, c, 
dont la somme est égale à un nombre impair quelconque 
de demi -circonférences. 

En effet , Tégalité a -\- h -\- c = [9. n -i- 1) tt donne 

COs(^ -h r) = cos [(2« -h l)7r — «] =" 
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ot, par suite, 

cos' a 4- cos^ b -h cos- r -{- 2 cos a cos b cos <: m i , 

comme on vienl de le voir. 
On aura de même 

tang(£z -f- ^) = tang [(?. « -h 1)7^ — c]z=z — • tang r; 
d'où 

tang a -{- tang b -h tang c = tang /ï tang b tang c. 

La relation sin a -h sin è -h sin c = 4 cos - cos - cos - 

222 

existe encore lorsque n est un nombre pair*, mais elle 

devient 

. , . .abc 

sm a -f- sm b -\- sm c=z — 4 ces - ces - cos - 

2 22 

lorsque le nombre 11 est impair. 

COMMENT ON RÉTABLIT LE ÎIAYOJV DANS LES FORMULES Ol' 
IL A ÉTÉ SUPPOSÉ ÉGAL A L*UNITÉ. 

30. Dans les formules précédentes on a supposé r = 1 ; 
c'est-à-dirè qu'on a pris pour unité linéaire le rayon de la 
circonférence dont les arcs considérés font partie. Les va- 
leurs numériques des lignes trigonométriques sont, alors, 
les rapports des longueurs de ces lignes à la longueur du 
rayon du cercle. Par exemple, dans la formule 

.tang a -\- tang b -4- tang c =: tang a tang b tang c , 

les nombres représentés par tang a, tang i, tang c, son^lcs 
rapports des tangentes des arcs a, i, c, au rayon de Wciîr- 
conférence à laquelle ces trois arcs appartiennent. 

En changeant l'unité linéaire, le rayon du cercle prendra 
une valeur quelconque r\ les tangentes des arcs a, A, c^ 
seront représentées par des nombres tang'rz, tang'i, tang' r, 
différents de tang a, tang b ^ tang c\ les rapports doi Ion- 
gueurs de ces tangentes à la longueur du rayon auront pour 
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, . tanc^ a tans' b \2Xk^ c 

expressions numériques — = — , — 5—5 — - — ; par con- 
séquent, on aura 

tang' a , • tanc' b tang' c 

tang a = — ^—5 tang b = — - — y tang c = — 2_ , 

r • ^ r r 

et la formule des trois tangentes deviendra 

tang^g lang' b Ung' c tang' a tang' b tang' c 
r r r r' 

OU bien ^ en supprimant les accents , 

tang a tang b tang c tang a tang ^ tang c 
r r r r^ 

Cette dernière formule est générale , elle est indépendante 
de la valeur attribuée au rayon ; et pour ce motif nous dirons 
que le rayon est rétabli dans la formule primitive où il a 
été supposé égal à Tunité. 

Le même raisonnement étant applicable à tout autre 

exemple, on Voit que, en général , pour rétablir le rayon 

dans les formules , il faut remplacer lés expressions irigono*- 

métriques, telles que tang a, sin a, etc. , par les rapports 

tan£; a sin a 

— ^—5 , etc. 

r r ^ 

Les nouvelles relations obtenues de cette manière sont 
nécessairement homogènes, car leurs ternies seront des 
expressions fractionnaires dans lesquelles le numérateur et 
le dénominateur ont le même degré. Pour faire disparaître 
les dénominateurs , on multipliera tous les termes par la 
même quantité , et par conséquent Tliomogénéijp existera 
encore. D'où l'on peut conclure que , pour rétablir le rayon 
dans un€f formule où il a été d'abord supposé égal à l'unité, 
il suffit, de rendre la formule homogène en multipliant ses 
diflërents termes par des puissances du rayon /•, convena- 
blement choisies. 
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CHAPITRE II. 



CONSTRUCTION DES TABLES TRIGONOMÉTRIQUES 



31 . Nous avons dit (n° 2) que dans la résolution des 
triangles, on remplace les angles par leurs lignes trigono- 
métriques 5 on a vu comment ces lignes peuvent être expri- 
mées par des nombres. Proposons-nous de déterminer les 
valeurs de ces nombres pour les arcs de 10" en 10'', dans 
l'ancienne division de la circonférence. 

Il est d'abord à observer que, dans le premier quadrant, 
les lignes trigonométriques prenant toutes les valeurs abso- 
lues qu'elles sont susceptibles de recevoir, il suffit de déter- 
miner ces valeurs pour les arcs compris entre o^ et 90^^ on 
peut même limiter le calcul à l'arc de 45°, à cause des lignes 
complémentaires : par exemple , on aura le sinus ^e 72°, 
en déterminant le cosinus de 18°. On a donc seulement à 
calculer les diflerentes lignes trigonométriques des arcs 
compris entre 0° et 45°, en établissant entre ces arcs la 
différence indiquée plus haut. 

Les relations qui existent entre les ligues trigonomié- 
triques d'un même arc , permettant de les obtenir toutes 
lorsque le sinus est connu , c'est la détermination de cette 
dernière ligne qui va d'abord nous occuper. 

Le plus petit des arcs que nous avons à considérer est l'arc 
de 10"; la recherche du sinus de cet arc repose sur quelques 
propositions que nous allons faire connaître. 

Dans le premier quadrant : i'\ Un arc est plus grand 
que son sinus, et plus petit que sa tangente. 
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Car l'arc BA [fig* 6) est plus grand que la corde BA \ et, 
par conséquent, on a arc BA>BD. D'ailleurs, en menant 
les tangentes AEF, BE , on aura arc BA<^ AE -f- BE5 mais 
BE < EF : donc arc BA < AF. 

tP. Si Ton fait décroître l'arc, supposé moindre que 90*^, 
le rapport de l'arc à son sinus décroîtra aussi , et ce rapport 
a pour limite l'unité. 

Pour démontrer que le rapport de l'arc au sinus va en 
diminuant, lorsque l'arc devient de plu6 en plus petit, il 
suffit de faire voir que 

a -\- b a 

* sin ( rt H- ^ J sin fl 

Or cette inégalité revient à 

(û-h b) %\na — rtsin(ÉrH-^)]>o, 
ou bien à 

{a -\' b) ûu a — a (sin a ces b -+- sin h cos «) > o , 

que l'on peut écrire ainsi : 

a sin a[i — cos ^ ) + è sin ^ — a sin ^ cos a^o. 

Mais, le premier terme a sin a (i — cos b) étant nécessai- 
rement positif, tout se réduit à vérifier l'inégalité 

b sm a — a sin b cos « ]> o. 
En divisant par cos a qui est positif, on trouve 

b tang a — « sin è > o ; 

ce qui est évident, puisque h > sin fe , et tang a^ a. 
Démontrons maintenant que le rapport de l'arc au sinus 

a pour limite l'unité. 

a . tang a tang a 

Le rapport -: — est compris entre i et -; *, or, -r- — 

* ^ sin a ^ sin « sin a 

étant égal à ? les trois nombres 1 , -: — ? ? sont 

^ cos a ' sm fl cos a 

rangés par ordre de grandeur. Lorsque a diminue, — ^ — sv 
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rapproche de l'unité et peut en différer aussi peu qu'on 

voudra : le rapport -. — '■ étant compris entre i et peut 

' ^^ siD a *^ . cos a ^ 

lui-même approcher de l'unité autant que Ton voudra, et , 

par conséquent , il a pour limite l'unité. 

3*^. La différence entre- l'arc et le sinus diminue lorsque 
l'arc décroît , et cette différence est moindre que le quart 
du cube de l'arc. 

On a (fig> 6) arc Af — fG > arc AB — BD , puisqu^on 
déduit de cette inégalité : arc Af — arc AB >/ G — BD, 
ou arc^B ]>yH; ce qui est é\ndent. 

De plus, en désignant par a l'arc considéré, on aura 

a — sin a -<] y- • 



En effet, l'inégalité isTng-^ -donne successivement 



sm - 

2 ^ « . a ^ a a 
*j>-'i sm-_>-cos-: 

a-^ 2 1^ 2 2' 
cos- 

2 

puis multipliant , de part et d'autre, par 2 cos - ? il vient . 

sin a ~> # cos* ~i on sin a "> a ( i — sin' - 1 - 

2 Va/ 



1 

H 



Si l'on remplace sin -par-? on aura, à plus forte raison, 



sin fl > a ( I — / ) ' ^" sin a ^ fl — j- ; 



c'est-à-dire que la différence a — sin a entre l'arc et le 
sinus est inoindre que -^9 le quart du cube de l'arc (*). 



(*) On verra (note 111) que celte différence est plus petite que le sixième 
du cube de l'arc. 
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Ainsi , l'erreur commise en substituant l'arc au sinus est 
moindre que le quart du cube de l'arc. 

32. Cherchons actuellement la valeur de l'arc de lo'', en 
supposant le rayon égal à l'unité. 

L'arc de i8o° a pour valeur le nombre tt, ou 

3,141592653589793 

Or 180°= 648000''; donc 

arcio"r=^75 — = 0,000048481 3 681 10 

04800 ^ ^ 



Mais sin lo" <] arc lo'' 5 par conséquent, 

(i) sin 10" <^ 0,00004 848 i368i 10 

On a, de plus, arc 10'' <^ 0,000055 d'où 

|(arc 10")^ -<] 0,00000 00000 ooo32. 

11 en résulte 

//^ (0,000048481 3 681 10 

smio' >} ^ ^ , 

( — 0,00000 00000 ooo32, 

ou, en effectuant la soustraction, 

(2) sin io''>; 0,00004 848 136807 8 

On voit, d'après les inégalités (i) et (2), que l'arc de lo'^ 
représente le sinus de 10" à moins d'une demi-unité du 
treizième ordre décimal ] ainsi , en prenant 

sin 10" =;= 0,000048481 368 1 , 

Terreur commise sera moindre qu'une demi-unité du der- 
nier chiffre conserve. 

On obtiendrait la valeur de cos 10'', en remplaçant 
sin 10" par sa valeur, dans la formule 

cos I o" = \/ 1 — sin' I o" ; 
maison peut aussi parvenir à la valeur de cos 10'' au moyen 
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de la formule 



cos az=z\ — 2 sin* - 1 



y . a a , a 

en y remplaçant sin- par -; on a alors cosa = i — 2 - 

el l'erreur commise est 2 1 y — sin* - ) 5 difFérence des vi 
leurs 



I — 2 sin' - 9 I — 2 -r 
2 4 



Oj 






I^e premier facteur — h sin - est moindre que a. On a d'ai 



a , a . i I a^ ^ 



leurs le second facteur sin- <r-7 - I '1 d'où 

2 2 ^4 \^/ 



4 2 J2 



et, par conséquent, 



fl' 



2 I -7- — sm , ^^ ^ 
4 2/^16 



27^16 



Ainsi 5 en prenant i — 2yîOui-^ pour la valeur d 

cosa, l'erreur commise sera moindre que -^• 

Soit a=zio" ^ on aura a<^o,oooo5, ou bien a <^ 

.2.10* 

par suite, -^ <' —=7; -î et a plus torte raison, —tî<^ 

^ '16 ^256. 10'* ^ 16^2.10" 

On pourra donc, en employant la formule cos a = i' 

obtenir la valeur de cos 10'' à moins d'une demi-unité di 
dix-huitième ordre décimal. En s'arrêtant aux treize pre 
miers chiffres décimaux, on trouve 

cos I o" = 0,99999 99988 248 , 
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33. Il faut, maiuteiuiit, calculer Iessinu> et les cosinus 
des arcs renfermés dans la pmniere moitié du quadrant « 
en établissant entre eux , comme nous Ta vous dit « une dif- 
férence de 10''. Les formules 

sin f a -H ^^ -t- sin ,a — à^ = a sîn a ces by 

cos(tf -4- b -r-cos(tf — b) = 2costf cos&, 

donnent, en posant a = mb. 

(i) lin (m -f- 1) ^ := sin 1116 X ^ cos b — sin ^m — i] b^ 
(2) cos {« H- i' ^ = cosiiî6 X 2cos6 — cos^m — i>^(*). 

La relation (i) montre que si l'on connaissait les sinus 
de deux multiples consécutifs (iw — i) A, mb de Tare h y on 
obtiendrait le sinus du multiple (m + i) & immédiatement 
supérieur, en multipliant sin mb par 2 cos &, et sin (m — 1) ^ 
par — I , et en ajoutant , ensuite , les deux résultats. Le 
cosinus de (m + i) & s'obtiendrait d'après la même règle. 

Si Ton pose b = 10'', on aura, en remplaçant successi- 
vement m par 1,2, etc. , 

sin !io" = sin 10'' X 2 cos 10" — sin o® = 2 sin 10" cos 10", 
cos 20" = cos 10" X 2 cos 10* — cos 0° = 2 cos' lo" — 1 , 
sin 3o" = sin 20" X 2 cos 10" — sin i o", 
cos 3o" = cos 20" X 2 cos I o" — cos 1 o" . 



Le calcul peut encore être simplifié de la manière sui- 
vante. 

Le facteur 2 cos 10" diflère peu d(î deux unités, parce» 
que I — cos 10'' est un nombre très-pelit. Soit 

2 cos I o" = 2 — / , 

(*) Les formules (1) et (2), qui établissent des rolutions entre les uiniiH 
^t les cosinus de trois arcs en progression arithmétique, Hoiit les tormulck 
<le Thomas Simpson. 

3« éd. 4 
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k = O|0oooq,opo235o4 

Kw l'eiupiaçttut, dans les formules (i), (q), q cos b par i — /r, 
s>\\m (lovioiulrout 

«in (i/i -H i) 6 = (2 — X ) sin w^ — sin {m — i) h^ 
co»( w -h i) ^ = ( a — ^) cos w6 — cos (m — i) ^, 

(3)âiii(w f- i) A — Hinm/5i = &inm^ — siii(/w — i) ^ — A sïn mby 

(4) WMk(//i -f- i)^'- cos MiA sa cos /if/> — cos(/?i — i) b — ktosifitb. 

■■*■ ."' ' • 
L(U*iiiiuo la ditïei>>»CT sin (m-hi) h — sîn mb sera coifiitie, 

eu rauguuïutaut de sîn tnb^ on aura sin (m -h i) i. Or la 
ioruiulo (3) montit^ *jwc celte différence est égale à la dif- 
É'ér(îuco sin mb •— sîn {m — i) b déjà calculée, moins le pro- 
duit k sin mb , dont un des facteurs, ky est invariable. On 
abrégera les opérations en formant, par avance, les pro- 
duits du nombre A par les neufs chiffres significatifs. Les 
produits partiels qui composent chaque produit tel que 
k, sin mb seront ainsi déterminés ; leur somme donnera le 
produit cherché k.sin mb. 

Au moyen de la formule (4) > on calculera de même les 
cosinus des arcs de 10'^ en 10''. 

34. On peut facilement obl|jenir quelques vérifications 
du calcul que nous venons d'indiqUer, en déterminant di- 
rectement les sinus et les cosinus des arcs de 9** en 9^. 

Le sinus de 18" étant égal à la moitié du côté du déca- 
gone régiJier inscrit dans le cercle, on aura, en posant 
sini8^ = x, 

1:2a?:: 2x:i — 2 0?^ d'où X=:^ j — —' 

Ainsi 

sini8°=r7(— I 4- v/5)r 

4 
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et, par suite, 

cos 18" = v'i — siD=i8- = j V'o + î v'S. 

Les formules qui détermineat le sinus et le cosinus de la 
moitié d'an arc, en fonction du sinus de cet arc, donneront 



(^ aura anssi 



«9" = ^v'3 + s/5 + iv'5~i/5. 



^ 



n36°= ?sin i8°cosi8* = 4^10 — 2^5, 
.36" = cos'i»>-sin'i8-=i(n- v'5). 



Le sJDUS elle cosinus de 27° s'expriment au moyen du co- 
sinus d^âS" qui est égal au sinus de l'arc de 54°, double de 
l'arc de 27°. 

D'ailleurs sin 4^" = 00545" = ^ ^; on pourra donc 
former le tableau suivant : 



^V3h-v/5+^s/5-^. 



"8" = ^(-i + V^), 



«isi8°= ^10 + 21/5, 

sin 23' = 4 V'-S + v'S — 4 Vs — v'S. 
4 4 
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cos 27" = 7 \/5 4- V^5 -+- 7 \/3 — J'5, 

4 4 



sin 36" =:: y Vio — 2 \/5, 

cos 36" =r: -7 ( I H- y/S), 

sin 45" — -sfl. 



cos45" = - ^, 

Ces formules , qui donnent les sinus et les cosinus des 
arcs de 9° en 9°, par des extractions de racines cark'ées, per- 
mettent d'obtenir les résultats à telle approximation qu'on 
voudra. En comparant ces résultats aux valeurs ti^vées 
dans le calcul des sinus et des cosinus de 10'' en 10'', on saura 
sur quel nombre de décimales on peut compter jfcur les 
valeurs intermédiaires (*). 

Dans les applications numériques de la trigonométrie, 
on emploie ordinairement les logarithmes des sinus, tan- 
gentes, cosinus et cotangentes ^ c'est pourquoi on a construit 
des Tables qui contiennent les logarithmes de ces quatre 
lignes trigonométriques pour les arcs de 10'' en lo'^ 

En supposant, comme nous l'avons fait, le rayon égal à 
Tunité, les sinus et cosinus seraient généralement des frac- 
tions, et, par conséquent, leurs logarithmes auraient des 
valeurs négatives. Afin d'éviter ces logarithmes négatifs , on 
prend le rayon égal à io*°. On multiplie alors par io*° les 
valeurs obtenues pour les lignes trigonométriques, dans 
l'hypothèse r = 1 . En opérant ainsi , il deviendra facile de 
reconnaître que le logarithme d'un sinus ne peut être néga- 
\ _^ 

{ * ) Voyez la noie III. 
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tif qae dans le cas où Tare serait une fraction de lo^' assez 
petite pour être négligée (*). 

Après avoir déterminé les logarithmes des sinus et co- 
sinus , on obtiendra ceux des tangentes et cotangentcs au 
moyen des formules 

r sin « r cos a 

tang a = n cotang a = — : ? 

cos a sm fr 

qui donnent 

log tang a = log sin a -H i o — log cos a , 

log cotang a = log cos a 4- lo — log sin a. 

Les sécantes et cosécantes ne s'emploient pas ordinaire- 
ment ^ si l'on voulait toutefois avoir leurs logarithmes , on 
se servirait des formules 

9 ' ê ' 



sec a = î cosec a =: -— 



cos a sin a 



Disposition et usage des Tables trigojiométriques 

de Callet. 

■^sjt^. Dans les Tables dont il s'agit, on a d abord placé les 
logarithmes des sîniis et tangentes des arcs de secondes en 
secondés pour les cinq premiers degrés du quadrant, et, 
par conséquent, les logarithmes des cosinus et cotangentcs 
des arcs compris entre 90° et 85°. A la suite , on trouve les 
logarithmes des sinus, cosinus, tangentes et cotangentcs, 
de 10'' en 10'', de 0° à 90°. 

Les degrés sont marqués en haut et en bas de chaque 
page^ les minutes, dans la première et dernière colonne \ les 
secondes, dans la deuxième et F avant-dernière. 

Lorsque l'angle ou l'arc est moindre que 45°, on cherche 

(*) En effet, si le logarithme d'un sinus était ^négatif, lorsque r=.io'*, 
l'arc correspondant serait moindre que la ccnt-millicmc partie de dii 
secondes. ( Voiyng note IV. ) 
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le nombre de degrés a la partie supérieure des pages*, les 
minutes et les dizaines de secondes dans les deux premières 
colonnes de gauche, en descendant. Si l'angle surpasse 45°, 
on prend le nombre de degrés au bas des pages ; les minutes 
et les dizaines de secondes , dans les deux dernières colonnes 
de droite, en remontant. 

En suivant celte indication , on trouve immédiatement 

logsin aS** 16' 20''= 9,5967072, 
ïog cotang 63° 4^' 3o" = 9 ,69.37708. 

Lorsque, dans les Tables , là caractéristique du logarithme 
d'une tangente ou d'une cotangente est o ou i , il faut aug- 
menter de 10 unités cette caractéristique. 

Si l'angle donné renferme des secondes et fractions de 
secondes, il faut avoir recours aux différences j et opérer 
d'une manière semblable à celle indiquée pour les loga- 
rithmes des nombres. On admet alors que les différences des 
logarithmes des sinus, cosinus , etc. , sont proportionnelles 
aux différences des arcs. Cette proportion n'est pas rigou- 
reusement exacte, mais elle donne , en général, une approxi- 
mation suffisante .-^-^li-' 

Afin d'être mieux compris, nous allons traiter quelqiiés 
exemples. 

I**. Trouver le logarithme de sin Sa** aS' 36'',4- 

log sin 32° 25' 3o" = 9 ? 7 293229 (Diff. , pour i o", 33 1 ) 
Pour ^' 198,6 

Pour o",4 i3,24 

log sin 32° 25' 36",4 = 9,7293441 
2°. Trouver le logarithme de cos 5y^ 34' 23 '^6. 

log cos 57° 34' 3o" =9,7293229 (Diff., 33f) 

Pour ~6" 198,6 

Pour — o",4 13,24 

V>gcos57" 34' 23",6 = 9,7293441 
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3**. Déterminer log lang 26° 24' 35 '',7. 

!og tang 26" 24' 3o" = 9,695994 r ( Diff. , 529) 

Pour 5" 264,5 

Pour . *«">7 37,03 .: 

log lang 26° 24^^35", 7 = 9,6960243 

4**. Déterminer le logarithme de cotang 63° 35' 24'',3. 

log cotang 63« 35' 3o" = 9,695994 1 (Diff. , 529) 
Pour ~ 5'' 264,5 

Pour —0^7 37,3 



log cotang 63*» 35' 24", 3 = 9,6960243 

36. Nous allons maintenant résoudre la question inverse. 
Supposons qu'on donne le logarithme d'un sinus , d'un, co- 
sinus , etc. 5 et proposons-nous de trouver Tangle correspon- 
dant. Soit, par exemple, 

log sin X = 9,729344 ï • 

Dans la Table , parmi les logarithmes des sinus , et plus 
petits que 9,72934415 k plus approchant est 9,7293229, 
qui correspond à 82° 25' 3o". 

L'excès du logarithme donné , sur celui de la Table , est 
212, la différence tabulaire est 33 1; par conséquent, on 
divisera 212 par 33 1 , en prenant les dixièmes du quotient 
pour des secondes; cette division donne 6", 4 qu'il faut 
ajouter à 32*^ 25' 3o". Donc 

X = 32° 25' 36;',4. 
Le calcul peut être disposé ainsi : 

I®. Log sin ^ = 9, 7 29344 1 

Pour 9,7293229 32«25'3o^ (Diff, 33 1) 

i'^*' reste suivi d'un zéro 2120 &* 

a*' reste suivi d'un zéro i34o o''',4 \ 



'f . •.■ 



y ^ = 32"25'36^4 
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Prenons encore pour exemples : 

2°. Log cos X = g , 7 29344 ' 

Pour 9,7263560 57*» 34' 20" (Di.f]f.,332) 

1" reste suivi d'un zéro ^ 190 3" 

2® reste suivi d'un zéro 194^ ^' fi 

jc=:57«34'23'',6 

3**. Log tangjc = 9,6960243 

Pour 9,6959941 26°24'3o" (Diff., 529) 

î*' reste suivi d'un zéro 3o20 5" 

2® reste suivi d'un zéro 575o ©'',7 

a: =26» 24' 35", 7 

4°. Log cotang ^ = 9 , 6960243 

Pour 9,69(80470 63«35'2o" (Diff., 528}. 

i" reste suivi d'un zéro 2270 4" 

2* reste suivi d'un zéro i58o o",3 

^=:63°35'24%3 
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CHAPITRE m. 

RÉSOLUTION DES TRIANGLES 



Relations entre les côtés et les angles d'un triangle 

rectiligne. 

Nous désignerons, dans la suite, les angles d'un triangle 
par A, B, C, et les côtés opposés à ces angles, par a , i , c. 
ï. 37. Théorème I. Dans tout triangle rectangle , en pre* 
nant pour unité le rayon des Tables, chaque côté de 
Vangle droit est égal à V hypoténuse multipliée par le 
sinus de l* angle opposé à ce côté. 

Soit BAC (fig* 7) un triangle rectangle en A -, du point C 
décrivons, avec un rayon quelconque, considéré comme le 
rayon des Tables , l'arc de cercle DE, et abaissons du point I) 
la perpendiculaire DP sur C A ^ le sinus de l'angle C sera DP. 
et son cosinus CP. 

La similitude des triangles CDP, CBA, donne 

BA : BC : : DP : CD ou c a:: sin c : r. 

^ a sin C . ^ 

Donc c = et, en supposant r = i , c = a sin C ; ce 

qu'il fallait démontrer. 

L'angle B étant le complément de C , on a sin C = cos B, 
et , par suite , c = a cos B. Donc , 

Dans tout triangle rectangle, en prenant pour unité le 
rayon des Tables y chaque côté de Vangle droit est égal à 
Vhypoténuse rmdtipliée par le cosinus de Vangle aigu 
adjacent à ce côté, 

38. Théorème IL Dans fout triangle rectangle , chaque 
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i:ôtc de l'ange firoil est égal à l'autre côté multiplié par 
la tangente de l'angle opposé au premier eôté (en snj^ 
sant toujours que le rayon <]«■ Tables smirnuité). 

Menons la tangente EG de l'arc E^ ifiS- Z)'i I« iningld 
semblables BAC , GEC. donnent la proportion : 

BA": AC ;: GE : ce, ou c.b y. ung C : r. 

Donc c ^ ~, ou c= 6 tangC, en posant r=: i. 

lictnarçiie. Le théorème II peut se d^uîre du théorèmel: 
«rarleségalilésc = nsinC, i ^ a cosC donnent T^=tattB 

nuc^ /> lang C, 

39. Au moyen de ces deux principes, on peuL trail 
dîiréreotfl cas de la résolution des triangles rectangleG. 

i". Étant donnés l'hypoténuse a et un a, 
trouver l'angle C et les côtés b, c. 

On a C ^ 90° — B; puis, ^d'après le ibiiorème li 
, rt sin B a sin C .. . 

log i = log a •+■ log sin B — 10 , 
l<ç c = log n + log sin C — 10. 
Ije« côtés/', c, étant obtenus directement, on a la véii- 
lionlion/'* -t-f;*= a*, 

a". ÉttiHl donnés l 'hypoténuse a et un côté b de l 'anglf 
tliiu't , imiH'tir l'autre côté c et les angles B , C. 

Lit lliéorùmu I donne b = ; d'où sin B = ^^ji/(^ 

l.ig «iri U ^-t log/) -1- C log rt. 

ICnilleiiis <; = i)o" — 11. Le côté c s'obtient pjtr l 
l.ilïiiii 
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3®. Étant donnés un côté h de l'angle dixx't et un des 
angles aigus B, détenmnerC^ a^ c. 
On a immédiatement C = 90*^ — b. Le théorème I domio 

, a sin B ,, . br 

h = , don tf=r-r— -ï 

r sin B 

et le théorème II , 

b tang C b cotang B 

r r 

Appliquant les logarithmes, il vient : 

log a = \o^ b ■+- C log sin B , 

log r = log ^ H- log cotang B — 10. 

4*^. Étant donnés les deux côtés de r angle droit b, Cy 
déterminer Vlvypoténuse a et les angles B , C. 
L'angle B s'obtient d'abord par la formule 

, c lang B 

b = i^ 5 

r 

qui donne 

tang B = — 

c • 

On a ensuite 

C = 90" — B, puis a z=z - 



sin B"* 

d^où 

log 6 =: log r -h log tang B — 10, 

log « = log ^ -f- C log sin B. 

On pourrait, comme vériGcation des calculs qui pré- 
cèdent, déterminer a par la formule a = \b^ -\- c*, 

40. La résolution des triangles obliquanglcs repost! sm 
. les théorèmes suivants : 

Théorème L Dans tout triangle reclilignc^ les côtes 
sont entre eux comme les sinus des angles opposés. 

Soit ABC {fig* 8) un Iriari^Jr (pi(>lroiH|iir. Abiii.ssoii.s cJu 



Hi. 



\ 
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sommet A la perpendiculaire AD sur le côté opposé BC. Si 
la perpendiculaire tombe dans l'intérieur du triangle ABC^ 
les triangles rectangles ADB, ADC, donneront (37) : 

_ c sin B . ^ ^ sin C 
AD = et AD = : 

r r 

d'où 

c sin B = ^ sin C , 

et , par conséquent , 

h \ c \\ sin B : sin C. 

Si la perpendiculaire est extérieure au triangle ABC, 
on aura 

, _ c sin ABD . ^ c sin B 
kS^ = ou AD = ; 

r r 

car l'angle B du triangle est le supplément de l'angle aigu 
ABD. D'ailleurs , AD = ; on trouve donc encore 

r 

Z» : c : : sin B : sin c. 

Ce théorème peut être démontré de la manière suivante : 
Circonscrivons au triangle ABC ^fi§* 9) une circonfé- 
rence^ puis, après avoir mené de son centre O, les droites 
OA , OB, OC, aux trois sommets du triangle, décrivons de 
ce même centre et avec le rayon des Tables, une seconde 
circonférence qui rencontre les droites OA, OB, OC, en 
des points A', B', C^ Les triangles ABC , A' B' C, qui sont 
évidemment semblables , donneront 

BC : AC : AB : : B'C ; à'C : A'B'. 

Or, si du point O on abaisse OM perpendiculaire sur 
B'C, la demi- corde B' M sera le sinus de l'angle B'OM 
moitié de B'OC; et, par conséquent, 

B' M = sin A , d'où B' C = 2 sin A.* 
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Par la même raison , 

A'C = 2sin B, A'B' =r 2 sin C. 
On a donc 

«:^:<:::2sin A:2sinB: 2sinC, ou fll^lc ::sin Aisin ^: sinC. 

Théorème II. Dans tout triangle rectilîgne, le carré 
\ d'un côté est égal à la somme des carrés des deux autres , 
nwins le double produit de ces deux autres côtés par le 
cosinus de V angle quils comprennent, 

C'esl-à-dîre qu'on aura 

(i) û'==^»-hc' — 2 ^c ces A, 

en supposant r = i . 

Soît ABC [fig* lo) le triangle considéré. Du sommet B 
abaissons BD perpendiculaire sur AC. Lorsque Tangle A 
sera aigu , on aura , d'après un ihéoi'ème de la géométrie 
élémentaire : 



BC = AC-h AB— 2.AC.AD, 
ou 

«*=:^»-|-r'-~2^>X AD. 

Mais le triangle rectangle BAD donne 

AD = c . ces A ; 
on a donc 

(i) a'=^»H-c' — 2^ccosA 

Si Tangle A est obtus [Jïg> 1 1 ) , on a 

a' = ^* 4- c' 4- 2 . ^ X ««^. 

D'ailleurs AD = c cos BAD^ mais l'angle BAD étant le 
supplément de l'angle A du triangle , cos BAD = — cos A : 
donc 

(l) €1'=: ^'-f- r' — 2 ^6'COSA. 

Cette formule, appliquée successivement à chacun des 
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trois rôles du triangle, douiie les trois équations 
(0 a z=b'-»rc^ — a^cosA, 

(2= b' Z= a- -^C- — 2lTCCOSB, 

(3) r =a = -4-6' — 3a6cosC, 

au moyen desq[ùelles on peut calculer trois des six parties * 
du triangle , quand les trois autres seront connues , pourra 
quil se ti*ouve au moins nn côté parmi les données. 

Remarque. Le tliécHrènie 1 peut se déduire du théo- 
rème II. 

En elTet , rëqnation (i) donne 

COS A = ; 

2 OC 

d'où 



sin' A 



^ (^»4-r=— /i^;' _4^«ir- — (6^+c= — fl')^ 



»c» 



4 ^ V "" 4* 

Développant , il vient 

a^'i'H- 2/i'c*-+- 'i.b^c^ — a* — b^ — & 
sin'A= I^TP , 

et, par suite, 

sin' A ^ 2«*^'H- 2€i'c*H-26*r' — a* — b^ — c* 

Or le second membre de cette dernière ^alité est symé- 
trique par rapport aux lettres a , J , c\ c'est-à-dire qu'il 
reste le morne lorsqu'on remplace a par b et b par «, ou 
bien a par c et c par a. On aura donc 

sin' A sin' B sin^ C sin A sin B sin G 

= —. — =r , on = — - — := : 

a' 0^ r* a b c 

ce qui conduit à 

a \ b \ c : : sin A : sin B : sin C. 

Rëcipro<{uement , on peut du théorème I déduire la foi"- 
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mule a* = i'-hc' — 2 hc cos A . aunioven du calcul sui- 
van t. 
La relation A -h B -h C= 180** douue 

(i) sinC =sin(A-j- B)=:sin A cosB -hsin Bcos A. 

Des proportions 

sîn A : a : : sin C : r, sin A : /? : '. sin B : 6 , 
on tire 

. ^ rsinA . ^ ^sîdA 

sinC = • smB=- -> 

a a 

et, par suite, 

COSB=: ^ 

a 

Remplaçant sin C. sîn B, cos B, par leurs valeurs, dans 
l'égalité (1) 9 il vient 



r sin A t_ sin a \^/i' — ^- sin' A b sin A .cos A 



a a ' a 

ou, en supprimant le facteur commun à tous les- 

termes : 



e = ± ^a'^ — 6^ sîn' A 4- h cos A. 
11 en résulte 

«' — b^ sin* A = (^ cos a — r)'= b^ cos* A -h r ' — 2 /;r cos A ; 
d'où 

a^ = b^ -{- c^ — 2 bc cos A . 

Résolution des triangles ohliquanyles. 

é\. i®** CAS. — Étant donnés un côté a et deux angles 
d'un triangle, déterminer les autres parties. 

Quels que soient les deux angles donnés, le troisièuur 
s'obtient en retranchant de 180° la somme de* deux pre- 
miers; puis on a , d'après le théorème I : 

^ : a : : sin B : sin A , r : « : : sin C : sin A j 
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d'où 



b = 



â sin B a sin C 



9 c = —. r-> 



sio A sin A 

expressions calculables par logarithmes. 

42. 2® CAS. — Étant donnés deux côtés b ^a^et V angle A 
oppose à l'un d'eux, trouver les deux autres angles B, C, 
et le troisième côté c. 

Cherchons d'abord l'angle B. Le théorème I donne 





sin B : sin A : : b : a-, 


d'où 




(') 


. ^ ^ sin A 

sm B = • 

a 


On aura ensuite 




(2) 


C — i8o°~-{A4-B 


et enfin , 






a sinC 
c — — : — — • 



sin A 
Discussion. L'équation (i) détermine la valeur de sin B*, et, 

en supposant < /*, ou log b -+- log sin A — log a <[ lo, 

les Tables donneront pour B, un angle B' <^ 90*^. Le sup- 
plément de B', qui est 180** — B', ou B'', aura le même sinus 
queB'-, on trouvera donc deux angles B', B'', supplémen- 
taires et correspondants à sin B. 

En remplaçant successivement B par B' et B" dans (2J, il 
en résultera 

C'=: i8o« — ( A -hB'), C'= 180° — (A + B''). 

Les valeurs de C devant être positives , il faut , pour que 
les angles B', B", conviennent à la question, qu'on ait 

A ■+• B' < 180°, A -h B" < 180°. 

Si ces inégalités ont lieu, les sinus des angles C, C, seront 
positifs^ et, en les reportant dans l'équation (3) , on obtien- 
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dra, pour le côté c , les deux valeurs positives 
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a sin C 
sin A 



€"=1 



a sin C 
sin A 



Les seules conditions nécessaires sont donc 

A -h B' < i8o*, A 4- B" < i8o». 

Examinons dans quels cas ces conditions seront remplies, 
i®. Si Tangle donné A est obtus ou droit, on aura 

A-hB">i8oS 

€l, par conséquent, la valeur B'^^go® doit êire rejetée. 
Pour que B' convienne, il faut et il suffit que A -H B'<^ i8o^, 
ouB'<;] iSo® — A. On en conclura 

• »/ ^ • A j» * ^.^ sin A ^ . ^ 

sm B' < sm A , d ou <[ sin A , 

a 

ce qui donne b<^a. Ainsi , lorsque Tangle donné A est 
obtus ou droit, la question ne peut admettre qu'une seule 
solution, et pour qu'elle en admette une, il faut et il suffit 
que le côté opposé à l'angle donné soit plus grand que hî 
côté adjacent à cet angle. 

2?, Si l'angle donné A est aigu, on aura 

A4-B'<i8o"; 

donc Fangle B' conviendra toujours. La condition 
A-f-B"<C 180'' donne successivement 



A < i8o« — B'' , sin A < sin B", sin A < 



bsm A 



a 



a<ib. 



Pour qu'il y ait deux solutions, il faut donc que le coté op- 
posé à Fangle aigu A soit moindre que le côté adjacent. 
Cette condition est d'ailleurs suffisante, en supposant lou- 

6 sin A ^ 
jours <; r. 

3« éd. 5 
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. ^ sin A 

Lorsque = r, on a 

Les illégalités A 4- B' < 180°, A -H IV' < 180*^ se réduisent 
à A < 90"; Tangle donné doit être aigu, et Ton ne trouve 
qu'une seule solution. 

La discussion géométrique du problème conduit aux 
mêmes conséquences. 

En effet, soitDAE = A [fig- 12), et AC = i; lespqints 
A , (1 , seront deux des sommets du triangle demandé. Le 
troisième sommet sera situé à la rencontre de la droite AE 
et d'une circonférence décrite du centre C avec un rayon 
égal à a. Pour que ces deux lignes se rencontrent, il faut 
que le rayon a soit au moins égal à la perpendiculaire CF 
abaissée du point C sur la direction de AE. Or le triangle 

b sin A 
rectangle CAF donne CF = ; il faut donc que a soit 

, , , /^ sin A . . . h sin A 

au moins égal a ? ou, ce qui revient au même, 



a 



ne doit pas être plus grand que r. 

_ ^ sin A ^ 

Eli supposant </*, on aura 

CF < « ; 

la circonférence coupera en deux points B', B'', la direction 
de la droite AE, prolongée, s'il est nécessaire, à l'autre côté 
du sommet A. Mais les points B', B'', ainsi obtenus, ne ré- 
pondent à la question qu'autant qu'ils sont situés sur la 
droite AE elle-même, et non sur son prolongement. Ainsi , 
le nombre des solutions sera égal au nombre des points de 
rencontre situés sur la direction même de AE. 

Cela admis, supposons que A soit obtus {fig* i3). Le 
point F sera situé sur le prolongement de EA \ il en sera de 
même de B", et, par conséquent, B'' ne conviendra pas à la 
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question. Pour que K' convienne, il faudra qu'on ait 
FB'>FA; d*où CB'>CA, ou ^i>6. 

Si l'angle donné A est droit, les points IV, IV, seront à 
égales distances de A . Les deux triangles CAB', CAB", seront 
égaux entre eux. 11 n'y aura qu'une seule solution lorsque 
a >> ft , et aucune si cette condition n'est pas remplie. 

Si l'angle A est aigu [fig- 12), le point B' sera situé sur 
AE , et le triangle CAIV satisfera aux conditions du pro- 
blème. Pour que le point B'' se trouve sur AK, il faudra 
qu'on ait FB'^ < FA ; par suite , CB" < AC , ou a < Z;. 

Enfin , lorsque CF = a , ou bien = r, la circonfé- 
rence est tangente à la droite AE, suflSsamment prolongée, 
au point F. Le problème admet une seule solution si l'angle 
A est aigu; il est impossible quand A est obtus ou droit. 

43. Dans la solution précédente , on a d'abord déterminé 
les angles B , C ; puis le côté c a été obtenu au moyen des 
valeurs de ces angles. On peut trouver immédiatement la 
valeur du côté c en fonction des données a^ ^5 A ^ car on a 
[théorème II, page 61) 

fl' = 6* -i- c' — ibc CCS A , ou r* — 2 bc cos A = «' — A*. 

En résolvant cette dernière é(]uation . on trouve 



c z=z b cosAzhy^rt'-h ^'(cos'A — i), 
ou 

c = b cos A dz ^a^ — b^ sin' A . 

Les valeurs de c devant être réelles et positives , il faudra 

d'abord que a' soît au moins égal à b^ sin* A 5 ce qui conduit 

, , ,. . ô sin A ^ 6 sinA r- 

a la condition <^ /*, ou = r. Lu supposant 

<C 'S ^^s deux valeurs de c seront réelles et inégales. 

a 

Il reste à examiner dans quels cas elles sont positives. 

5. 
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Lorsque A ^ 90", le cosinus de A est négatif, et, dans ce 
cas, le radical doit eïre pris seulement avec le signe +. 

L'inégalité b cos A -h slà^ — i' sin A ^ o donnera succes- 
sivement 



V^/ï' — b* sinA > — h cos A, a^ — ^' sin' A ]>• b^ ces' A , 

Si A = 90", on aura 
cos A = o , sin A = I , et c = sjà^ — b"^ ; d*où a^ h . 
Si A <^ 90*^5 il en résulte cos A > o , et la valeur 

b cos A H- \/«- — ^' sin' A 
conviendra à la question. Pour que la seconde valeur 



b cos A — v^fl* — ^' sin' A 
convienne, il faudra qu'on ait 

V^/ï' — ^' sin* A <^ ^ cos A , ou «' — ^' sin' A <^ ^' cos' A ; 

d'où 

fl'<^>'(sin»A-hcos^A), 

ce qui donne 

n <^ b. 

On retrouve donc les conditions déjà obtenues dans la 
première discussion du problème. 

44. Pour appliquer les logarithmes ri la formule 

c =z b cos A ± v^«' — b^ sin' A , 

il convient de réduirele second membre à un monôme (n^ 27) . 
Au moyen d'une transformation très-simple, on a d'abord 

/ ^ / A-u 4/ *' sin' A 
( i) c = t^cos A ±a i/ I 

Le radical étant supposé réel, la quantité — est 

moindre que l'unité •, oii pourra donc déterminer un angle 
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auxiliaire 9 dont la valeur soil tclio, que siu -^ =. ^• 

11 en résultera 



/ 



^'sin^A 



I = i/ 1 — Sin' q; •= COS ry . 



D'ailleurs, Tégalilé sin^p = donne 

, a siiiop 
/> = — T——- 
sin A 



Remplaçant i et i/ 1 ; — par leurs valeurs dans (1), 



il viendra 

a sin o COS A . a sin cp iH)S Adba cos v sin A 

C= ri— : dl^' COS(P = : — 9 

sm A sin A 

ou 

, y rtf sin («p±A ) 

' sm A 

expression caleulable par logarithmes. 

Il est à observer que les valeurs de Tangle auxiliaire 9, 

h sin A 
moindres que 1 80**, déterminées par la relation sin (p= -> 

sont précisément celles de Tanglc B du triangle cju'il faut 

résoudre, puisque sinB = On trouvera donc pour 

l'angle ç les valeurs B' -H a titt , B^-H 2 nn. En remplaçant 

successivement y par B'-f- a /^7r , et B"-H 2 wtt dans Tégalité 

fl sin (©± A) ., , 

e= H-K ^? il s ensuivra 

sin A 

a sin(B'-f- 2/i7r±: A 1 n sin ( IV -f- a/JTrdz A ; 

f = i r—i î et c = ^ T— •' • 

sin A smA 

Ces expressions se réduisent d'abord à 

«sin(B'±:A) a sin(R''±:A) 

sm A sm A 



^. 
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De plus , sin (ly — A) = sîn (B"-H A) , puisque la somme 
des angles B' — A et B''-+- A est égale à 180*^. De même, 
sin (B" — A) = sin (B'-h A). Par conséquent, on anra seu- 
lement deux valeurs différentes : 

/ïsin(B'-4-A) «sin(B"4-A) 

sin A sin A 

Les suppléments des angles B' -h A, B''+ A , sont les va- 
leurs C, C, de l'angle C du triangle proposé (n° 42) 5 donc 

a sin C a sin C" 

c = . ■ ? et c=r— : — - — 
sin A sin A 

On voit que cette seconde solution , obtenue par le moyen 
de l'angle auxiliaire y, ne diffère pas de la première solu- 
tion , dans laquelle on a d'abord déterminé les angles B, G. 

4-5. 3*^ CAS. — Étant donnés deux côtés b, a^et l'angle 
compris C , troui^er les deux autres angles A , B, et le troi- 
sième côté c. 

On a (théorème 1 , page 5g) 

a : b : : sin A : sin B ; 
d'où 

a-\- b : a — b \\ sin A 4- sin B : sin A — sin B. 
Mais 

A 4- B A B 

sin A -h sin B : sin A — sinB : : tang : tang (n° 28, 

I)age 40 ) ; donc 

A-4-B A — B 

a -\' b : a '— b :\ tang : tang 

Cette proportion donne la tangente de la demi-différence 

des angles A, B; car, de l'égalité A -1-B= 180** — C , on 

déduit 

A4-B C A-hB C 

= 90*^ 9 et tang = cotang - ; 



2 
par suite , 



A-B ("-*)<^«tj 
tang -^ = ——^^ 
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La valeur de se trouvant ainsi déterminée, on aura 

a ' 

les angles A , B , au moyen de leur demi-somme et de leur 

(lemi-di fférence . 

La proportion c : a :: sin G : sin A donne ensuite 

asinC 

C=—r—-' 

sm A 
La formule c = --: — r- exige que Ton cherche trois nou- 
veaux logarithmes qui sont ceux de a , sin C, sin A. 

En opérant comme nous allons l'indiquer, on aura seu- 
lement à chercher deux logarithmes. 

La suitedes rapports égaux c : sin C : : a : sin A : : A : sin B 

donne 

r : sin C : : û -h ^ : sin A 4- sin B, 



ou 



mais 



_(rt-f- A)sinC 
sin A -f- sin B ' 



C C 

sin C = 2 sin - cos - ^ 

2 2 



et 



. ^ . ^ . /A + B\ /A-B\ C /A~B\ 
sinA4-sinB = 2sin( jcos I 1 = 2cos-cos ( j 



11 en résulte 



(a -f- ^)sin- 
^ ' 2 

'= T-B^ 

cos ■ 



(: 



2 

expression qui contient a -4- i, dont le logarithme est déjà 
connu. 

46. On peut aussi trouver le côté c directement, au 
moyen des données a , b^ C ; car la formule 

C» = û*-h ft*— 2û^C0SC 

donne 

c = ^a^-\'b* — 2 ab ros C 



S 
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Pour appliquer les logarithmes à cette formule , remplaçons 

C 
d'abord cos C par i — 2 sin* -) il viendra 



d'où 



= 4/fl'-hô'— 2«^fi— asin'- j ; 



I \. A / 4^^sin'- 

2 
En nommant y un angle auxili aire tel que tang* ç = -. j-r^ y 

la valeur de c deviendra 

c = (û — ^) V^i-h tang'ç = (^ — ^)sécy = ^ i, 

ou bien , en rétablissant le rayon, 

(a — b)r 

c izr • 

COS <J> 



On rend encore la formule c =. sj a^ -\- h^ — lab cos C 

calculable par logarithmes, de la manière suivante. 

C C 

En multipliant a' -h i* par la somme cos* — h sin* -r 

qui est égale à i , et remplaçant cos C par sa valeur 

C . C 

cos' sin' -j on obtient d'abord : 

2 2 



= i/(a'4-6')(cos'--f-sin'-j — 2«^ (cos^- —sin^^] r 



ou 



/ c C 

c=:i/ {a -h^)'sin^--4-(« — ^)'cos'-5 

w 2 2 

ce qui revient à 



Ci/- («-^)'cotang'^ 

un - V I H -— 

2 T (a -+- bV 



c = (rt + ^) sin ^ - . 
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Déterminons un angle auxiliaire (p, qui soit tel ([uo 



Q 

(a — ^)cotang- 

'^°g^= (a + b) ' 
il en résultera 



Ç./ : ■ .,- - c , 

2 

OU 



6 = («-f- b) sin- v/i -h tang»^ =r (« -f- />) sin - séc t^. 



C 

(a -h ^)sin - 

c = — T. 

COS f> 

l 

;. On aura ainsi , au moyen des Tables , l'angle 9 et le côté c. 
Au reste, cette seconde solution ne dillère pas de la pre- 
mière indiquée n° 43, page 715 car l'angle auxiliaire 9 est 

égal a — —-^ puisque les tangentes de ces deux angles ont 
chacune pour valeur 

(«— ^)cotaDg- (a-+-^>)sin- («4-^) sin- 

2 , 2 2 

*="* \-r) 

de sorte que les valeurs obtenues pour le côté c , dans les 
deux solutions , sont identiques. 

47. 4*^ CAS. — Etant donnés les trois côtés a, i, c, 
troui^er les trois angles A , B , C. 

Cherchons d'abord Tangle A ; on a {théorème II , page 61) 

a'=ft*-f-c' — 2 ^e ces A.; d'où cosA = — 



26 



Mais il convient encore de transformer l'expression obtenuc 

T «n une autre , dont le logarithme se trouve plui? 

simplement. 

On voit facilement qu'en relranrhant de ruuilé la valeur 
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de cos A, et en réduisant au dénominateur commun 2 bc^ 
le numérateur de la nouvelle fraction représentera une dif- 
férence de deux carrés ; on aura , en effet , 

1 — (îos A = —, ^ • 









1 - 


x^yjs 




9.bc 








D'ailleurs 


























I 


cos A = 


= 2 sm' - 
2 


î 






et 






















a' 


-(* 




c)' = 


:(« + 


c-b){u 


4-è 





0; 


on 


a donc 






















1 sin' 


A 
2 


-(Jl 


■ -hc- 


-ft)(«+ 

2 ^C 


/» 


1)^ 


> 


et, 


par suite 


sin 


A 
2 


V 














/(" + 


r — b}{a 
2 ^c 


4-6 




C) 



En posant a-f-c-f-&= 2/7, il en résultera 

a -h c — b=2(p — b), et (/ï -f- ô — c) = 2{p — c); 
puis , en substituant , 



( I ) sin 



2 y bc 



L'égalité (i) conduit à la règle suivante : Pour obtenir le 
sinus de la moitié de Vun des trois angles d'un triangle, 
retranchez successii^ement du demi-périmètre chacun des 
deux côtés comprenant V angle considéré^ dii^isez e/*- 
suite le produit des deux restes par celui des deux côtés, 
et extrayez la racine carrée du quotient. Cette racine sera 
le sinus cherché. 

En appliquant cette règle aux angles B , C , on trouvera 

2 y ne 1 y ah 
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On peut obtenir, par un calcul semblable, le cosinus 
de- ; car, en ajoutant l'unité aux deux membres de l'ëqua- 



tion 



cos A = • 



2 bc 
il vient 



i'ovi 



ou 



I -\- cos A — , — , 

2 bc ^ bc 



A {b '^c-^a)(b -irC — a) 

2 cos » = - = -7 ' : 

2 2 bc 



et , par conséquent , 



t=v^ 



COS — ' ' 



4^c 

formule qui revient à 



parce que A-f-c-|-û = 2/7eti-|-c — « = »(/> — a). 

Les formules (i), (2), donnent immédiatement, en les 
divisant l'une par l'autre , 



w -t = \/^^ 



-l>){p-<^) 



On a donc, en rétablissant le rayon qui a été supposé 
égal à l'unité , 



\ 



sin 



cos 






f{p- 


b){p- 

bc 




'p{p- 


— a) 




bt 






'{p- 


■ l>) [P - 


- c) 



■y 
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Dans CCS égalités, il faut preudre le radical avec le signe 

A 

+ , parce que les lignes trigonométriques de l'angle aigu - 

sont nécessairement positives. 

En appliquant les logarithmes à ces trois formules, on 
aura 

log sin- = |[ log f /; — ^ ) -h log(/^ — r) 4- C^ log ^ 4-CMog c]y 

logées- = ï[log;y + log(/; — rt) + CMog^ -hCMogc], 

A. 

log lang - = t[\o^{p — ^) -+- log^/^— c) + CMog/; -+- CMog(^— «)]. 

Si Ton a un seul angle à déterminer, chacune des trois 
formules exigeant que Ton cherche quatre logarithmes, au- 
cune d'elles n'est préférable aux deux autres; mais, quand 
il faut calculer les trois angles , il convient de faire usage 
de la formule (3) , parce qu'il suffira de chercher les loga- 
rithmes de ;? , [p — a ) , (p — ^)^ (p — ^) 5 pour obtenir les 
trois angles du triangle; tandis qu'en employant la for- 
mule (i) ou la formule (2), on aurait à prendre six loga- 
rithmes pour la première , ou sept pour la seconde. 

Discussion, La valeur de sin - = /-â / \/^ "~ ^ J^P ~^^de- 
vant être réelle et moindre que le rayon , il faut que Texpres- 
sion -^- ~^- ■ soit positive et plus petite que 1 unité. 

La première de ces conditions exige qu'on ait à la fois 
{p — b)'^o^p — c^o, ou bien/; — b<^ o, /? — c <^o^ 
Mais ces deux dernières inégalités ne peuvent exister simul- 
tanément; car, en les additionnant, on trouve 

2/? — b — c<^Oy ou n<^o. 
F)es inégalités/? — b^o^p — c > o, on déduit /> <C /'? ^^C/'r 



t t 
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OU ilx^a -I- A + r , 2 r -<; r/ -4- /> -f- r : co (|ui (loinic 

La seconde condition -^ t-^l! 1: ^ , conduit à 

(p^b)(p ^c)<:^bc; d'où p*— p[b-J(-c)-^hc<^hr, 

I 

Supprimant le terme commun Ac, et divisant par /> , qui rsi 

. positif, il vient 

p — (/j-+-r)<o; 

par suite , 
2p — 26 — 2 c <^ G , ou a — h — ^ <^ o ; tt <Cib -\- c. 

On parvient à la même inégalité a <^h -\- c par le calent 
solvant. 
Dans l'inégalité [p — ^) [p — ^)<C^^5 remplaçons }> 

par sa valeur ; il en résultera 

^ 2 

d'où 
Considérons actuellement la formule 



CCS - == /• i / — --, 

2 y or 

A 
Le cosinus de l'angle- devant être réel et moindre que Iv 

rayon , il faut qu'on ait 

^a première de ces inégalités donne immédiatement 
a<^p\ d'où '?.a<C^Q.p^ a<^b -\- c. 



nH TRIOOKOMÉTRIB HECTILIGNE. 

De la seconde ou tire 

-. , 1 a -^ b -\- c .-, . 
Keiiiplaçant /^ par sa valeur ? il vient 

(a^h-Jrc)[b+c — a) ^ ^^^ 

4 

ou 

(rt4.^,-f-c)(6 4-c — rt)<4^»c, (^4-c)'— a^<4*i:, 

En supposant b^c^ l'inégalité (/; — c)'<a' donne 

On a d'ailleurs c<^b -\-a^ puisque b^c. 
Quant à la troisième formule 



tang - = r 1/ ^ — ^^^ ^, 



2 V P[P—^) 

elle donnera pour l'angle A une valeur réelle et moindre 
que 100°, SI 'f^' — \ — ^^^ ^^^ quantité positive et 

finie. Cette condition exige d'abord que le facteur [p — a) 
qui entre au dénominateur soit positif; car, si ce facteur 
[p — a) était négatif, il faudrait qu'il en fût de même de 
l'un des facteurs du numérateur^ autrement la fraction 

(p — ^){p — c) . .. r\ ^ • j 

■^ , — i — - ne serait pas positive. Un devrait donc 

p[p-^a) * ^ 

avoir a la fois p — a < o , et , par exemple , p — i <^ o. 11 

en résulterait 

2/? — a — b <^o ou t'<^o. 

Puisque le dénominateur /y [p — a) doit être positif, le 
numérateur [p — b) [p — c) sera de même positif; ainsi 
les deux facteurs p — b ^p — c , auront le même signe. Mais 
nous savons déjà que deux des diliérences p — i , /? — c , 



/ 
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p — a , ne peuvent être à la fois négatives \ on aura donc 

p — ^]>o, p — c^o. 

Les inégalités /î/ — a^o^ p — b^o^p — c>o, donnent, 
comme on l'a déjà vu , 

û<^6-i-r, 6<;a-f-c, c<^a-\-b, 

11 résulte de cette discussion que le triangle n^ost possible 
qu'autant que l'un quelconque des côtés est moindre que la 
somme des deux autres: et cette condition e^t suffisante. 

48. On démontre en géométrie que le problème qui con- 
siste à trouver les côtés d'un triangle dont les angles sont 
donnés est indéterminé, et qu'on peut seulement obtenir 
les rapports de ces côtés. Nous allons démontrer qu'on ar- 
rive aux mêmes conséquences au moyen des formules fon- 
damentales 

(i) fl'=^'+c^ — 2 ^r ces A, 

(2) 6' = a^-hc' — 2^rcosB, 

(3) c'= a'4- ^'— 2fl^>cosC. 

Eu ajoutant deux à deux ces trois équations , il vient 

o = 2C^ — 2C (^cos A 4- rt cosB), 
0=26^ — 7. h [a ces C -+- c cos A ) , 
G = 2a' — la (6cosC4- c cosB), 

ou ) en supprimant le facteur 2 commun à tous les termes ^ 

0= c* — c[b cos A -h a cosB), 
o =r ^ » — b [a cos C-\- c cos A ) , 
o=za^ — a[b cos C -f- c cos B ) . 

Ces trois équations sont vérifiées par le système a = o , 
i = o, c.= o, mais cette solution ne convient pas a la 
question proposée; en la supprimant, on arrive aux éc{ua* 
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lions du premier degré : 

(4) rtcosBH-^cosA — c = o, 

( 5 ) a cos C — h -^ c cos A =r o , 

(6) a — 6cosC — ccosB=o. 

Dans les équations (4) , (5) el (6) , les termes tout connus 
étant nuls, on sait que les valeurs des inconnues sont géné- 
ralement indéterminées , si le dénominateur commun à ces 
valeurs est égal à zéro. Or cette condition est remplie; car, 
en formant ce dénominateur commun d'après la règle indi- 
quée en algèbre , on trouve 

cos 'A -H cos'B -hcos'C H- 2 cos A cosBcosG — i, 

valeur qui est nulle, parce que A -4- B H- C = iSo*' (n** 29). 

Le système des équations proposées admet donc une infi- 
nité de solutions différentes. 

Pour trouver les rapports de deux des côtés au troisième , 
par exemple des côtés a, ft, au côté c, divisons par c les 
termes des équations (4) , (5) , (6) ; il en résultera 

a h 

( n ) - cos B -h - cos A = I , 

^ * ' c c 

/8) -cosC = — cos A, 

, . ^ b ^ 

(q) cos C = cos B. 

^^' ce 

Les équations (7), (8), donnent 

a ï — cos^ A b cos A cos B -h cos C 

c cos B -f- cos A cos C c cos B -f- cos A cos C 

Reportant ces valeurs de -9 -t dans l'équation (9) , on a 

I — cos* A — cos' B — cos' C — - 2 cos A cos B cos C = 0, 
ce qui prouve que la troisième équation est vérifiée par les 
valeurs déduites des deux autres. 
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C. , , 1 . a 1 fOS' A , 

oi, dans la relation -== — - ,; 1 -^t on remplace 

€ cos B -4- CCS A ces C * 

I — cos* A par sin' A , et cos B par — cos ( A -f- C) qui est 

égal à — cos A cosC'h- sîn A sin D , on obtient 

a sin ' A sin A 

c sin A sin G sin G 

En substituant de même à cos C, cos B, les valeurs 

— cos A cos B -I- sin A sin B , — cos A cos G -H sin A sin G 

j b\ cos A cos B -h cos G ., , , 

dans - 1= — =:^ ^ — t.? h en résultera 

"c co4 B -h cos A cos G 

b sin A sin B sin B 

— ~> ^^3w - II- - * ^^^ I • 

c sin A sin G sin G 

TV, .„ 1 , |. , « sin A t sinB , 

Bailleurs, les égalités - = - — -> - = -r— ;r< donnent 

^ c sin G c sin G 

7=: -: — ^ : on trouve donc que les rapports des côtes sont 
sm B ^ * ' 

respectivement égaux aux rapports des sinus des angles op- 
posés à ces côtés. 



APPLICATION DE LA TRIGONOMÉTRIE A QUELQUES QUESTIONS 

PRATIQUES (*). 

49. Avant d'entrer en matière sur les principales appli- 
^-aiions de la Trigonométrie, nous allons donner la descrip- 
tion et l'usage de quelques instruments indispensables dans 
U pratique. 

Les opérations de la Trigonométrie exigent que l'on sache 
se procurer deux éléments: i^ la direction et la mesure de 
'a distance de deux points donnés -, a'^ la mesure des angles 
formés par des droites qui joignent des points donnés. 



(*) Cet article est extrait du Cours de Mathématiques àù MM. Reynaud el 
licol 1 et. 

3« cd. 6 
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Des jalons et de la chaîne métrique. 

Pour se procurer la direction de la ligne droite que ron 
conçoit menée par deux points dont on veut mesurer la dis- 
tance , on se sert de jalons, ou pièces de bois de forme or- 
dinairement prismatique, terminées par une pointe en fer 
que l'on enfonce en terre. Ensuite, pour tracer la direction, 
il faut être au moins deux personnes : l'une se place de 
manière que son œil soit dans le plan vertical passant par 
les deux plans donnés A et B (Jig' i4) î la seconde plante ) 
de distance en distance , entre les signaux A , B , des jalons 
C , C , C , . . . , de manière qu'ils se trouvent dans le plan ver- 
tical passant par l'œil de l'observateur, D , et les objets A 
et B. La direction ainsi obtenue se nomme alignement. 

Pour mesurer la distance AB, on se sert ordinairement^ 
de la chaîne métrique [fig- i5), dont la longueur est de 
lo mètres. Elle se compose de chaînons rectilignes de 
2 décimètres de longueur. Chaque mètre contient cinq 
chaînons et se trouve marqué par un anneau en cuivre. Au 
milieu de la chaîne, on lemarque une petite pièce de fer, 
qui indique une distance de 5 mètres. Comme il est impos- 
sible de tendre rigoureusement une chaîne en ligne droite , 
on donne à peu près à celle-ci o"',o2 de plus que lo mètres. 
Cette unité de longueur prend encore le nom de décamètre. 

Deux hommes marchent, avec la chaîne tendue^ dans la 
direction de l'alignement, à partir de A jusqu'en B. Celui 
qui est en avant porte dix fiches en fer, qu'il plante en 
terre les unes après les autres , chaque fois que la chaîne 
est tendue et que ses extrémités sont dans une ligne hori- 
zontale, quels que soit d'ailleurs les accidents du ter- 
rain. Ensuite, le chaîneur, qui vient après, enlève ces 
fiches au fur et à mesure ^ et autant il en a dans la main 
au bout de l'opération , autant il y a eu de fois lo mètres 
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de pârcounis. La ligne, ainsi mesurée sur le terrain, prend 
le nom de base. 

Une règle en bois , de la longueur du double mètre, rem- 
place ayantageusement la chaîne quand on doit mesurei 
de petites distances , ou qu'on opère dans des lieux peu 
étendus. 

Nous ferons observer que la mesure des bases est de la 
plus grande importance dans les opérations trigonomé- 
triques; on ne saurait y apporter trop de soin. Pour plus 
d'exactitude, on répète plusieurs foi 2» la mesure; on fait 
ensuite la somme des résultats obtenus , on la divise par le 
nombre des opérations, et Ton a pour la base une valeur 
moyenne aussi exacte que possible. 

Des instniments propres à mesurer les angles. 

Les principaux instruments que Ton emploie pour me- 
surer les distances angulaires sont le grap/tomèire, la bous- 
sole, le cercle répétiteur, le théodolite ^ le sextant et le 
cercle de réflexion . 

Nous ne donnerons que la description du graphomètre. 
Le théodolite et le cercle répétiteur appartiennent plus par- 
ticulièrement à la géodésie; la boussole, le sextant et le 
cercle de réflexion s'emploicnl à la mer et sont décrits dans 
les Traités de navigation . 

Du graphomètre. 

Le graphomètre ordinaire se compose d'un limbe ou 
demi-cercle en cuivre ACB [fig* 16), divisé en 180" et 
subdivisé en demi-degrés. Le diamètre AB fait corps avec 
le limbe; mais le diamètre CD, que l'on nomme alidade 
mobile j n'y est assujetti que par le centre O, autour 
duquel il peut tourner, et parcourir par son extrémité C 
toutes les divisions du limbe. Aux extrémités A cl B, 

6. 
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C et D de Talidade fixe et de l'alidade- mobile, s'élèvent de 
petites plaques P, Q et P', Q', perpendiculaires au plan 
de Tinstrument* Leur forme est rectangulaire 5 elles sont 
percées de croisées rectangulaires et de fentes dont la direc- 
tion partage les ouvertures en deux parties égales. Au mi- 
lieu de chaque croisée se trouve un fil qui forme le prolon- 
gement de chaque fente^ ces pièces se nomment pinnules, 
Jj'alidade mobile porte un nonius, ou vernier I , au moyen 
duquel on obtient, à une minute près, la grandeur des 
angles. L'instrument se fixe sur un pied RRR, au moyen 
d'une douille K que l'on serre avec la vis de pression v^. 
Le plan du limbe peut être incliné dans toutes les positions 
autour de son centre O , en serrant ou déiserrant à volonté 
la vis de pression u. . r 

Pour mesurer, au moyen de cet iri8trument^|J'angle 
formé par deux lignes droites qui joindraient un point de la 
station H, à deux autres signaux E , F^ on dispose d'abord 
l'instrument de manière que le centre du limbe corresponde 
verticalement au point de station , et que son plan passe par 
les trois points H, E, F. L'observateur, plaçant son œil à 
une des fentes P de l'alidade fixe, fait tourner le plan du 
limbe jusqu'à ce que le rayon visuel PQ passe par le point 
F \ il serre la vis u , pour maintenir le limbe dans cette po- 
sition. Il fait ensuite tourner l'alidade DC jusqu'à ce qu'il 
aperçoive l'objet E couvert par le fil de la pinnule C. L'arc 
compris entre le zéro de la division du limbe et celui du 
vernier donne la mesure de l'angle EOF que l'on voulait 
obtenir. 

Le graphomèlre à pinnules , que nous venons de décrire, 
ne peut s'employer avec succès que dans des opérations tri- 
gonométriques peu importantes. Lorsque les dislances des 
objets sont considérables , l'épaisseur des fils nuit à l'exac- 
titude des observations , en rendant la direction des rayons 
visuels incertaine j souvent même les fils cachent les si- 
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gnaux en totalité, quand leur distance dépasse une certaine 
limite. 

On substitue avec avantage, à cet instrument, le gra- 
phomètre à lunettes, dont la description, d'après ce que 
nous venons de dire, sera facile à entendre. 

Du graphomètre à lunettes. 

Cet instrument (fig' 17) se compose d'un demi-cercle ou 
d'un cercle entier auquel sont fixées une lunette supérieure 
et une lunette inférieure. La lunette inférieure est soutenue 
par une chape dans laquelle elle se meut perpendiculaire- 
ment au plan du limbe. Le limbe, en tournant autour de 
son centre, entraine avec lui les deux lunettes. La lunette 
supérieure peut se mouvoir indépendamment du limbe; 
elle est munie d'une vis de pression qui permet , en la des- 
serrant, de lui donner un mouvement rapide 5 une vis de 
rappel sert à lui donner un raouveraeal lent. 

Lorsqu'on veut observer un angle, on commence par 
placer l'instrument de manière que son centre se trouve 
avec le point de station sur une même verticale, et que les 
objets soient à peu près situés dans le plan du limbe. On 
fait tourner l'instrument jusqu'à ce que l'on aperçoive l'un 
des objets dans le champ de la lunette inférieure^ on snne 
alors la vis de pression pour faire mouvoir la vis de rappel, 
et ramener l'objet observé en contact avec la croisée des 
fils qui se voient dans l'intérieur de la lunette; on fait en- 
suite tourner l'alidade qui supporte la lunette supérieure, 
d'abord par un mouvement prompt, et quand le signal 
observé est dans le champ de la lunette, on serre la vis dr. 
pression pour achever ensuite , au moyen d(; la vis de rappel , 
de ramener l'objet sur la croisée des fils : il ne reste plus 
qu'à lire le nombre de degrés et minutes compris entre le 
zéro du limbe et le zéro du vernier de la lunelle, et l'on a 
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la valeur de Tangle observa. Pour plus d'exactitude, on 
répète plusieurs fois la mesure d'un même angle* 

50. Nous allons maintenant donner quelques exemples 
de calcul. , 

Déterminer la hauteur d'un édifice, — Supposons d'a- 
bord que le pied de l'édifice soit accessible et que le terrain 
soit à peu près de niveau. S'il s'agit d'un tour , par exemple, 
pour mesurer sa hauteur AB [fig* i8) , on se transportera 
à une certaine distance de son pied , en un point E , où l'on 
placera un graphomètre. On dirigera un rayon visuel hori- 
zontalement vers l'axe de la tour, et l'autre vers le som- 
met A. Pour cela, on placera le limbe verticalement, en se 
servant d'un fil à plomb qui devra s'appliquer dans le plan 
de l'instrument. On placera ensuite l'alidade fixe horizon- 
talement, ce qui exige que le fil à plomb réponde à 90** de 
la direction du limbe. L'alidade mobile étant placée sui- 
vant AD, on lira l'angle CD A •, on chaînera ensuite la dis- 
tance BE=:CD. On connaîtra alors, dans le triangle rec- 
tangle ACD, l'angle ADC, et le côté CD de l'angle droit: 
on pourra donc calculer le côté AC, ou l'élévation du 
sommet de la tour au-dessus du plan horizontal qui passe 
par le centre du graphomètre, au moyen de l'égalité 

CA = î et le problème sera résolu. 

Exemple. CD == i3"*, l'angle observé CDA = 43^ 1 7'. 

On aura 

log i3 = 1 ,1139433 

log tang 43" 17' = 9,9739602 
Somme — lo = i ,0879035 = logCA 
Hauteur CA = i2™,24« 

Si la tour était inaccessible, il faudrait tracer un ali- 
gnement KAB [fig» 19) passant par le centre de la tour; 
prendre deux stations A , B , sur cet alignement \ mesurer 
la base AB et observer les angles ICS, IDS. Prenant Ir 
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supplément SCD de Taugle mesuré ICS, on conuaîtra dans 
le triangle SCD un côté et les deux angles adjacents^ on 
calculera un des autres côtés SC au moyen de la proportion 

sinSDC : sin CSD : : SC : CD. 

Ensuite, dans le triangle rectangle SCI, Tangle ICS et 
l^hypoténuse^SC étant connus, on obtiendra le côté SI, ou 
la hauteur de la tour au-dessus du centre de rinstrument , 

par réalité SI = ? et le problème sera résolu. 

Exemple. Soient les données suivantes : 
CD= i4"',762, rangleSCI = 4i"29', rangleSDC = 33° 17'. 
Prenant d'abord le supplément de Tangle SCI, on trouve 
SCD=i38«3i'; donc, CSD=:8°i2'. 
Calcul du côté SC : Calcul de la hauteur SI : 

log CD = I , 1691452 log SC = I ,7543356 

logsinSDC =9,7393980 log sin SCI = 9,8211217 

Compl. log sin CSD =0,8457924 lo^' SI = i ,5754573 

log SC = 1 ,7543356 Hauteur SI = 37'" ,623 

se = 56^,798 

Remarquons que si Ton voulait , dans les deux questions 
précédentes, obtenir la hauteur absolue de l'édifice, il 
faudrait tenir compte de la hauteur du graphomètre et l'a- 
jouter à l'élévation calculée. 

51 . Mesurer, la hauleur d'une montagne, — On trouvera 
d'abord une base CD {fig* 20) dont on mesurera la lon- 
gueur^ on observera ensuite, aux extrémités de la base, 
les angles SCD, SDC.On connaîtra alors dans le trianglr 
SCD deux angles adjacents à un côté, et l'on pourra cal- 
culer un des autres côtés SC. On observera encore an 
point C l'angle SCZ que forme la verticale avec le rayon 
visuel SC, et l'on en prendra le complément. On coniiiiiira 
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alors dans le triangle SAC rhypoténuse SC ^ et l'un des 
angles aigus SC A ; on calculera le côte SA ou la kauteur du 
sommet S an-dessus de Finstroment au moj^en de l'égalité 

SA = » et la question sera résolue. 

52.DaDSun triangleon donne les trois côtés a= 8499538, 
b = 715,47, c = 628,436 : trouver les trois angles A, B^ C, 
On a d'abord 

s>7?= 2193,444, 
et, par suite, 

/?= 1096,722, /j — « = 247, 184 1 p — ^ = 38i,252.> 

p — c = 468,286; 
d'où 

log p =z 3, 0400965;. Compl . log /> = 6 , 9599035 

log (/? — ûr) = 2 , 3930203 Compl. log (p — «) = 7 ,6069797 

log{/? — b) = 2,58i2i2i Compl. log {p — b) = 7,4^87879 

log(^ — ^) = 2,67051 12 Compl. log (p — c) = 7,3294888 

A /{p "^bjip — c ) 

Calcul de r angle A, par la formule tang - = ri/ - — - — ^ — r— • 

log(^ — b) 2,5812121 

log(;? — ^) 2,6705112 

Compl. log /? 6,9599035 

Compl. log (/î — fl) 756^^797 

Somme 19,8186065 

og tang- : . . 9>9<'93o32^ 



2 

^ = 39» 3' 37 






A=78«'7'i4' 
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iog(/i — «).; 2,3980203 

log(/? — c) 2,6705112 

Gompl. logp 6,9599035 

Compl. log(p— 6) 7,4187879 

Somme i9,44^''^229 

I B 1 

wgtang- 9,7211115 

? =270 45' 4 V 

B = 55« 3o' 8",6 
Calcul de l'angle C, tang -= ri /^ ""^'"^^^ "7 ^^ . 

log(/? — rt) 2,3930203 

l0g(/? — ^) 2,58l2l2I 

Cornf^. !<%/? 6,9599035 

Ck)mp1. log(/? — c) 7,3294888 



-X- 



Somme 19,2636247 

U)gtang- 9,63i8r23 

-=23oii'i8",7 

C = 46«22'37%i4 
.. Vérification, 

A 78° 7'i4" 

B 55«3o' 8', 6 

C 46°22'37^4 

Somme. . . . 180" 
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53. Étant donnés deux côtés a, b^et Vjpigle.ii opposé 
à Vun d'eux, tromper B, C, c. '.."fi, 

Soient a = 5467,48, b = 5784,59, A = 66^ iS'4^". 

Calcul de l 'angle B , par la formule sin B = 

* log5784,59 3,762:21726 

logsin66° i8'4^".- . • 9,9617743 

Compl. log 5467 ,48 6,2622128 

Somme 19,9862597 

log sin B 9, 9862597 

Angles correspondants : B'= 76° 39' 47"> 6 , B"= 1 04** 20' 1 2^,4^ 
Ces deux valeurs conviennent parce qu'on a 



a<^by et 

Première solution : B = 75° 89' 47">6« 

CALCUL DE l'angle G. 

C = 1800— (A -4- B) 

A 660 18' 42" 

B 75ft39^47%6 

A-hB ■ i4i0 58'29",6 

C = 38» i'3o",4 



CALCUL DU CÀTÉ C 

a sin C 






sin A 

log 5467, 48 3,7377872 

log sin 38» i'3o",6. . 9,7895855 

Compl. log sin 660 18' 42" 0,0882257 



Somme 1 3, 5655984 

loge 3,5655984 

c = 3677,88 



A<90'>. 

Seconde solution : B = 104® 20' I2'',4. 

CALCUL DE l'angle C. 

C = i8oo— (A4-B) 

A 66» 18' 42" 

B io4*ao'i2*,4 

A-+-B...... i7oo38'54",4 

C= 90 21' 5*,4 

CALCUL DU CÔTÉ C, 

a sin G 
c=^—: — — 
sin A 

log5467,48..... 3,7377872 

logsin90 2i'5'',6.. 9,210881 3 

Compl. log sin 66» 1 8' 42" o , 0382257 

Somme ,>. 12,98^44^ 

loge 2,9868442 



54. Déterminer la distance d'un point donné B à un 
point inaccessible A. 

On mesure sur le terrain une base quelconque BC, et les 
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deox angles ÂCB, ABC. Le troisième angle BAC da trian- 
gle ABC est alors connu. La distance cherchée AB s'obtien- 
dra par la proportion AB : BC :: sin ACB : sin BAC. 
Soient 

BG=:ao7-,i I, ACB = 85*» 27' 24", ABC= 53« 19' 5o' : 
il en résultera 

Calcul de la distance AB. 

1og207,ii 2,3162011 

logsin85»27'24" 9,9986382 

Corap1.1ogsÎD4i^ i2'46'' o, 1812087 

Somme 12 ,4960480 

log AB 2 ,4960430 

AB= 3i3",36. 

55. Déterminer la distance de deux points inacces^ 
sibles A , B , mais visibles. 

On mesure sur le terrain une base CD {Jig- 21) , et les 
angles BDC, ADC, ADB, BCD, ACD. On connaît alors, 
dans chacun des triangles BDC , ADC , un côté et deux an- 
gles, et, par conséquent, on pourra déterminer les valeurs 
des droites DB, DA ^ ce qui donnera, dans le triangle ADB, 
deux côtés DB, DA , et Fangle compris ADB qui a été me- 
suré. En résolvant ce dernier triangle, on obtient la dis- 
tance cherchée AB. 

Mais, pour déterminer AB, il n'est pas indispensable de 
calculer les valeurs des côtés DB, DA , il suffit de connaître 
leurs logarithmes, et Fangle ADB que les côtés DB, DA* 
comprennent. 

En effet, posons DB = «, DA = A, ADiî = D; on aura 
la proportion 

D A — lî 

a -[' : a — b : : colang - : lang : 



s 
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d'où 

A — B a^b D ^ a D 

tang = , cotang — = 7 X cotang — 

IH-- 
a 

Déterminons un angle auxiliaire <p, ici que — **- = -i 

Il > 
ou 

log tang y = log i^ -h CMog rt. 

11 en résultera 

A — B r — tang a> D 

tang = ^^ X cotang -• 

® 2 r 4- tang ç 2 

tang(flr — A) r(Ungrt — tangM 

Mais la formule connue — -' = ---— : — -r 

r r^ -\- tang a tang 

donne, en supposant az=z 45^, et, par suite, tanga = /': 

tang (45^— ^) __ /- (r — tang ^>) _^ r — tang b 
r /•' -4- r tang ^ r 4- tang b ** 

ou, en remplaçant i par y, 

tang (45*> — «?)__'• — tang ^ 

' ' ■ ■ ■■ - ■ ■■ ■ .1 ZZtZT ■ » ■ ■ ■ ■ «M ■ ■■ > 

r r+tangy 

On aura donc 

A — B- ^^"^ ( 45** — ? ) cotang - 
tang = ' 

Cette dernière équation déterminera la valeur de la demi- 
différence des angles A , B , du triangle ADI3. La demi- 
somme de ces deux angles est d'ailleurs connue , puisqu'elle 
est égale au complément de la moitié de l'angle ADB qui a 
été mesuré sur le terrain . * 

Les angles A et B seront ainsi déternpdnés au moyen de 
Jeur demi-somme et de leur demi-différence. 

Pour calculer la distance AB, on proposera la proportion 

AB : AD :: sinADB :sinB; 
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Id'où 

log AB = log AD -+- log si'n ADB -h C* log sin B — i o. 

Trois points remarquables A , B , C , étant donnés 
sur la carte iFun pays y on propose de déterminer la posi- 
tion d'un quatrième point F , d'oà les droites AB , AC , ont 
iUvues sous des angles connus ( fig. a^ ) . 

Le point F est supposé situé sur le plan BAC, et dans 
l'intérieur de Tangle BAC. 

Pour résoudre la question au moyen d^uue construction 
graphique , on-décrîra sur les droites AC , AB , des segments 
capables des angles donnés AFC , AFB , et du coté de ces 
ligiies où le point F doit être situé. Les arcs de ces deux 
segments capables auront le point A commun-, leur second 
point d intersection F sera évidemment le point cherché. 

Si les arcs des segments capables coïncident, la question 
^st indéterminée. Ce cas particulier a lieu lorsque les angles 
donnés AFB , AFC , sont respectivement ^aux aux angles 
BCA, CBA , du triangle ABC. 

Si les arcs des segments capables ont seulement le point A 
commun , le problème est impossible dans le sens précis de 
son énoncé, puisque le point F doit être situé dans l'inté- 
rieur de Fangle BAC. 

Pour traiter la même question par le calcul, nous déter- 
minerons les angles FBA , FCA. Lorsque ces angles seront 
connus , il sera facile de trouver toutes les parties du qua- 
drilatère ABFC, puisqu'on aura dans chacun des triangles 
ABF, ACF, un côté et deux angles. 

Soient AC = Z»,AB = c, AFC = a, AFB = 6, BAC = A- 
EtACF = a;, ABF=j. 

On aura d'abord 

jc H- j = 36o** — ^^ ( A H- a -h 6 ). 
De plus , 

sin ^ : sin a : : AF : ô , et sinj : sin 6 : : AF : ej ' 



^ 
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d'où ron lire 



sin X c sin a 



—,9 



sin r 6 sin 6 d 



m posant —, = d. Le nombre d est d'ailleurs facile à 

^ ain a 



^sin6 



calculer par logarithmes, au moyen de la relation -: = d 



sin X c 



L équation -; — = - donne successivement 
^ sin/ a 

sinjc — smj c — d \ 2 / c — d 

sina: -H sin r ~" r -Fr/ ^4-J r -f- ^ 

tang 



X — r c — e/ X -i- Y 

2 c -H rt 2 



d'où 



.r — >' d — c /A-f-a + ê 
tani» = : • tang ' 



( 



Cette dernière égalité détermine la valeur de ^: ou 

2 

connaîtra donc la demi-diflérence et la demi-somme des 

angles x eXj^ et, par conséquent, on aura les valeurs de ces 

deux angles. 

Il est toutefois à observer que la valeur de Tinconnue 

X ~~~ V o 

tang prendrait la forme -9 si Ton avait à la fois d= c, 

et A H- a -i- S = 1 8c". Ce cas particulier est , comme on va 
le voir, celui où les segments capables coïncident, parce 
qu'on a alors a z=z CBA , et ê = BCA . . 

En effet, nommons B, C, les angles CBA, BCA^ il en 
résultera 

AH-B4-C== i8o«= A-4-a 4-6, 
et, par suite, 
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Ueplus, réalité supposée d= c donne 

^ sin € sin € r sin C 

—. = C, ou -, =- = -^r-— . 

sin 2 sin a 6 sm B 

On en conclura 



inB '»"8(^^)_'*"g(^) 



sin 6 + sin a sinC -h sin 

sin 6 — sin a sin C — sin B € — a C — B 

tang tang 



,-.6+a C-hBj 6 — a C — B 
Mais = : donc = 1 et, par conse- 
ns 2 2 2 '^ 

quent, 6 = C, ei a = B. Ce qu'iliallait démontrer. 

57. Nous terminerons les applications par la resolution 
des questions suivantes : 

Déterminer V aire d'un triangle, connaissant : i^ deux 
côtés a , b^ et F angle compris C 5 2^ deux angles B , C , et 
un côté a ; 3° deux côtés a ^ c , et V angle C opposé à F un 
d'eux ^ 4° les trois côtés, 

i^. Soit 5 la surface du triangle considéré ABC (fig. 8) ; 
on a 

.ç = - fl X AD. 
2 

Mais AD = b sin C ^ donc s=z-ab sin C. C'est-à-dire que, 

en prenant pour unité le rayon des Tables , la surface d'un 
triangle est égale à la moitié du produit de deux des côtés 
par le sinus de l'angle compris, 

2". En remplaçant b par sa valeur -: — -~9 dans Végalilé 
ir <> ir sm A 



s = -ab sin C , on obtient 



1 sm B sm C 
sz=-a^ -. — ~ — 

2 sm A 



g6 tbioonomiItrib regtilignk. 

d'où 

a^ sin B sin C 



s 



2'sin(B-i-C) 



3°. Si, dans la même formule s = — ^ -' , on remplace b 



par a cos C d= \/c^ — a* sin* C ( n" 43 , page 67 ) , il viendra 

a sin C / ^ , 1 : — - x 

5= («cosC± V^c'— fl'sin'C). 

On sait déjà (n" 43, page 67) dans quels cas les deux 
valeurs obtenues conviennent à la question , et comment on 
peut les rendre calculables par logarithmes. ;- 

4°. Pour trouver la surface du triangle en fondtiân des 

côtés, au moyen de la formule 5 = — , chérclioiis d'a- 
bord la valeur de sin C ^ on a 



C C 
sin C = 2 sin - cos — 

2 2 



Or, 

. C 



sin - 
2. 



Ap-a){p-l,) C _ i p{p-c) 

-y Vb "^^-SJ ah ' 



donc 

et, par conséquent, 

Ainsi , pour déterminer la surface d'un triangle dont les 
trois côtés sont donnés, il faut du demi -périmètre retran- 
cher successivement chacun de ces côtés 5 faire le produit 
des trois restes et du demi -périmètre^ puis extraire la 
racine carrée du résultat. 

68. Tmuver le rayon du cercle inscrit et le rayon du 
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cercle circonscrit à un triangle dont les trois côtés sont 
donnés. 

NommoDs r, R, les rayons des cercles inscrit et circon- 
scrit au triangle ABC (fig^ 23). En désignant par s la sur- 
face, on sait que s=^pr\ donc 



pV p' y p ' 

On parvient à la même formule par le calcul suivant : 
Soient D, E, F, les points auxquels le cercle inscrit dans 
le triangle touche les côtés a , fe , c 5 on aura AF :=ip — a , 
car la somme des trois tangentes AF, BD , DG, étant évi- 
demment égale au demi-périmètre du triangle , il vient 

AF = /? — (BD + DC) = /? — rt. 
Or le triangle rectangle AOF donne 

OF = AF tang OAF , 



ou 



= (,-«)Ung-, = (.-«)^i^^ 



-b){p-c) 

) 



/(p — a)\ p — b){p — c) 

=v —' — 

Pour trouver R, nous rappellerons que le produit des trois 
côtés d'un triangle est égal au quadruple de la surface 
multipliée par le rayon du cercle circonscrit , c'est-à-dire 
qu'on a 

abc = 4 R*î 
d'où 

abc abc 



4* ^Slp[p-a){p-b)[p-c) 

La même question peut être résolue comme il suit : 
Du centre O, du cercle circonscrit au triangle ABC 
(fig^ a4)î menons le rayon OB, et la perpendiculaire OD 
sur le côté BC. Le triangle rectangle OBD donnera 

BD = OB sin BOD , 

3« éd. 7 
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OU 



Mais 



bc 
ou a donc 



- = R sin A. 

7. 



sinArr- V>(/^— /l)(/^ — ^)(/? — c) ; 



2 bc 

et, par conséquent. 



^=zR--J p[p^a){p—b)(p — c), 



R = 



59. Troui^er la sur face iVun quadrilatère ABCD ( fig. aS), 
dont on donne les deux diagonales AC , BD , et l'angle 
compris AFB. 

On a 



et 



AFB = - AF . BF sin AFB, 

2 



CFB = - CF . BF sin CFB- 

2 



Additionnant ces deux égalités , en observant que les angles 
supplémentaires AFB , CFB , ont le même sinus , il viendra 

ABC = i AC . BF sin AFB. 

2 

On trouvera de même 

ADC = i AC . DF sin AFD = - AC . DF sin AFB, 

2 2 

et , par conséquent , 

ABC H- ADC , ou ABCD = i AC . BD sin AFB. 

>• 2 

Ce qui montre que la surface d'un quadrilatère quelconque 
est égale à la moitié du produit des deux diagonales par 
le sinus de l'angle compris. 
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CHAPITRE IV. 

TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 



KÉSOLUTION DES TRIANGLES SPHÉRIQOES. 

60. La trigonométrie spliérique a pour objet principal la 
résolution des triangles sphérlques. 

Lorsque le rayon de la sphère est donné, les parties d'un 
triangle tracé sur la sphère seront déterminées lorsque l'on 
connaîtra le nombre de degrés qu'elles renferment. Pour 
trouver ces nombres de degrés, il faut d'abord établir des 
relations entre les lignes trigonométriqucs des parties du 
triangle. 

La première des relations est celle qui lie les trois côtés à 
un angle ^ on doit la considérer comme la formule fonda- 
mentale de la trigonométrie sphérique , parce qu'il est pos- 
sible d'en déduire toutes les autres formules. 

Nous désignerons toujours les trois angles par A, B, C, 
et les côtés respectivement opposés, par a, i , c. 

Cherchons d'abord la relation qui existe entre les trois 
côtés et l'angle A . 

Soient ABC [fig- 26) le triangle sphérique considéré, et 
O le centre de la sphère h laquelle ce triangle appartient. 
Menons aux côtés AB, AC, de l'angle A, les tangentes 
AD 5 AE , et supposons qu'elles rencontrent aux poin ts D, E , 
les rayons OB, OC, suffisamment prolongés. 

En prenant pour unité le rayon OA , on aura 

AD = tang c , AE ~ tang b , CD = séc c, CE = séc b. 
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De plus , Taiiglc DAE est égal à l'angle A du triangle splié- 

rique , et l'angle DOE a pour mesure le côté a de ce triangle. 

delà posé, les triangles rectîlignes DAE, DOE, donnent 

DE«^=AD'4- AE- — 2 AD AE cos DAE, 
DE' = OD»-f-OE' — 2OD OEcos DOE; 

retranchant la première de ces égalités de la seconde , et 
observant que 

OD»— AD'zrrOA*=i, OE'— AE'=OA' = i, 

il vient 

= 2 — 2 séc ^ séc c cos fl -f- 2 tang h tang c cos A ; 
ou 

I — séc h séc c cos a 4- tang b tang c cos A = o. 
Mais 

. , I . I , sin ^ sin c 

sec b ■=. 7 1 sec c = ? tani? = », tanij c = 

cos b cos c cos b 



cos c ' 



donc 

cos a , sin b sin c cos A 

, 1 ~ o, 

cos b cos c cos b cos c 

et , par suite, 

(i) cos/jr = cos^cosc-|-sin ^ sin ccos A. 

Dans la démonstration précédente , les côtés t , c , ont été 
supposés moindres que le quadrant^ mais il est facile de 
reconnaître que la formule (i) est générale. 

En effet, supposons (Jig. 27) 

r>90*», et ^<;9o®. 

Si l'on prolonge les côtés c^ a^ jusqu'à leur rencontre 
en B', les côtés c\ b ^ qui comprennent l'angle B'AC, 
dans le triangle CAB', étant moindres que 90", on aura , 
en désignant B'C par a' : 

ros a' = cos b cos c'h- sin b sin c'cos B'AC; 
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or, 

/i'=i8o» — <7, c'=i8o° — c, B'AC=: i8o" — A; 

donc 

— cos /i = — ces b cos c — siii b siii r cos A , 
ou 
(i) cos a =. cos b cos c -h siii b siii c cos A . 

Si les côtés i, c*, sout tous deux plus grands que 90", 
en les prolongeant jusqu'à leur rencontre en A' {Jig- 28 ) , 
les suppléments A', c\ de ces côtés étant moindres que 90*^, 
on aura, dans le triangle BA'C , 

cos a = cos b' cos c' -f- sin b' sin c' cos A', 
ou 

(1) cosrt =r cosi^ cos f -f- sin ^ sinccosA. 

La formule (1) est immédiatement vérifiée , lorsque 
c = 90", h = 90", car elle se réduit alors à 

cos a •=. cos A ; 

et , en ellet , dans ce cas , le côté a est la mesure de Tangle A 
qui lui est opposé. 

Enfin , si l'un des deux côtés , c, est égal à 90^, et l'autre, 
fc, différent de 90° [fis* ^9)? ^^ formule est encore vraie. 

Pour le faire voir, prenons sur AC Tare AD = 90", et 
menons l'arc de grand cercle BD. Si l'arc BD = 90'', le 
point B sera le pôle de AC , et l'on aura a = 90*^, A = 90'*; 
la formule (1) est alors évidente, car elle se réduit à o = o. 

Si Tare BD est différent de 90*^, on pourra appliquer au 
triangle BDC la formule dont il s'agit , et il en résultera 

cos a = cos BD cos DC H^an BD sin DG cos BDC y 

égalité qui se réduit à 

cos a = cos A sin b , 
parce que 

cos BDC = o , car BDC = 90" > 
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et d'ailleurs 

cos BD = cos A , cos DC = sin ^. 

Or l'égalité cos a = cos A sin fe montre que la for- 
mule (i) convient encore au triangle proposé ABC, 
puisque , dans le cas particulier où c = 90°, la relation 
cos a = cos b cos c -h sin b sîn c cos A se réduit à cos a 
= cosAsini. 

Donc la formule (i) est générale. 

En appliquant successivement cette formule à chacun 
des trois côtés du triangle , on aura trois relations entre les 
six parties du triangle ; on pourra donc déterminer trois 
quelconques de ces parties , quand les trois autres seront 
données. Mais, pour les applications pratiques , il est utile 
d'avoir des relations entre quatre des parties du triangle , 
combinées de toutes les manières possibles , afin d'obtenir 
immédiatement l'inconnue que Ton cherche en fonction 
des trois données. Ces relations , réellement distinctes , 
sont au nombre de quatre , comme il est facile de s'en 
assurer. 

61 .• i*'. Relation entre les trois côtés et un angle. 
Cette relation consiste dans la formule (i) du numéro 
précédent 5 elle donne lieu aux trois égalités suivantes : 

(i ) cos a = cos b cos c -h sin ^ sin c cos A , 

( 2)- cos b = cos a cos c + sin a sin c cos B , 

(3) cos c = cos a cos b -{- sina sin b cos G. 

2^. Relation entre deux côtés et les deux angles 
opposés. 

Pour obtenir une relation entre deux côtés ^ a ^ b ^ par 
exemple , et les angles opposés A , 6 , il suffirait d'éliminer 
sin c, cos c, entre leis égalités (i), (2),' et sin* c -f- cos' = 15 
mais on parvient plus simplement à la relation cherchée 
par le calcul suivant. 
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On a , d'après la formule (i), 

cos a — cos b cos c 

cos A = ; — j—, ; 

sm b sin c 

doii 



• •» 
sm-* 



sin' h sin- c — ( cosrt — cos b cosc)' 

A = I — cos' A = . , , . ., 9 

s\n^b sin^c 

. , . ( I — cos' b) [i — cos' c) — (cos a — cos b cos r)' 

sin A ; ; • 

sin'^^sin^c 
Développant et réduisant : 

. . , I — cos' a — cos"^ b — cos- c -\- i cos a cos b cos c 

sin' A = ■ ,1 • , *' 

sin^ Min^ c 

ce qui donne 
sin A V ' — cos'« — cos^ b — cos' c -f- 2 cos a cos b cos c 



sin a sin a sin b sin c 

Le radical doit être pris avec le signe plus^ car les angles 
et les côtés du triangle étant supposés moindres que 180^, 
leurs sinus sont nécessairement positifs. 

Le second membre de cette dernière égalité est symé- 
trique par rapport aux lettres a ^ b ^ c (page 62 ) -, on en 
peut conclure 

,,. sin A sinB 

(4; -: — = -r-T' 

sin« sm6> 

.^ » sin A sin C 

sin a sin r 

Donc 5 dans un triangle sphénque les sinus des angles 
sont entre eux comme les sinus des côtés opposés, 

3*^. Relation entre deux côtés et deux angles dont un 
seidement est opposé à Vun de ces côtés. 

Soient «, i, C, A , les parties considérées. Pour obtenir 
la relation cherchée , on éliminera cos c et sin c, entre les 
relations (i), (3) cl (5). 
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Eh remplaçant dans (i) cos c par sa valeur (3), il vient 
d'abord 

cos/i = cos a cos' b -h cos ù sin a sin b cos C -I- sin ^ sin c cos A. 

Transposant cos a cos* b dans le premier membre, et obser- 
vant que I — cos* b = sîn* 6, on a 

cos a sin' b = cos b sin a sin ô cos C 4- sin ^ sin c cos A. 

Divisant tous les termes par sîna sin i, il en résulte 

sine cas A 



cotang a sinb = cos b cos C -h 



sina 



Mais, d'après la relation (5), -. — = -. — ri donc 
^ ^ '' sma sin A 

(6) colang ft sin b = cos b cos C -j- sin C cotang A. 

(^est la relation demandée. 

En considérant les différentes permutations que Ton peut 
faire avec les lettres , on trouve , au moyen de cette formule, 
les six égalités : 

(6) cotang a sin b = cos b cos C H- sin C cotang A , 

(7 ) cotang ^ sin fl = cos a cos C -{- sin C cotang B , 

(8) cotang rt sin c = cos c cos B + sin B cotang A , 

(i)) cotang^c sin a = cosa cos B + sin B cotang G, 

{ I o ) cofang ^ sin c = cos c cos A -h sin A cotang B , 

(11) colang c sin ^ = cos b ch)s A + sin A cotang C . 

4°. Relation entre un côté et les trois angles. 
On pourrait encore déduire cette relation des formules 
fondamentales (1) , (2) , (3) , en éliminant entre elles deux 
des trois côtés, i, c, par exemple-, mais il est plus simple 
de recourir au triangle supplémentaire. 

Soient A', B', C, les trois angles du triangle supplémen- 
taire , cl «', //, c', les côtés opposés \ on aura , d'après \^ 
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formule (i), 

oos a! == cos h' cos c' -\- sin // sin c' cos A' ; 

mais cos a' = — cos A , puisque a' est le supplément de A. 
De même, cos &'= — cosB, cosc' = — cosC, smi' = sinB, 
sin c' = sin C , cos A' = — cos a ^ on a donc 

— cos A = cos B cos C — sin B sin C cos a , 

ou bien, en changeant les signes des termes : 

cos A = — cos B cos C -h sin B sin C cos «. 

En appliquant la même formule aux deux autres côtés 
J,c, on obtient ces trois nouvelles égalités : 

(12) cosA= — cos' B cos C -f- sin B sin C cos <? , 

(i3) cos B = — cos A cos C -f- sin A sin C cos h , 

(4) cos C = — cos A cos B -4- sin A sin B cos c, 

au moyen desquelles ou pourra déterminer les côtés d'ua 
triangle, lorsque les angles seront donnés. 

RESOLUTION DES TRIANGLES SPHÉRIQUËS RECTANGLES. 

62. Uu triangle sphérique est rectangle lorsqu^ii a un 
angle droit. Le côté opposé à cet angle se nomme encore 
hypoténuse. 

On sait quUin triangle sphérique peut être i/rectowg^/c?, 
et même trirectangle ^ c'est-à-dire qu'il peut avoir deux de 
ses angles droits , ou ses trois angles droits. Dans le premier 
de ces deux cas , deux des côtés sont des quadrants , et le 
troisième est la mesure de Tangle qui lui est opposé. Dans 
le second 9 les trois côtés sont des quadrants^ par consé- 
quent , ces deux cas ne donnent lieu à aucun problème. 

Nous ne considérerons donc , à l'avenir , que* des triangles 
rectangles dans lesquels un seul angle sera droit \ les deux 
Wtres 5 aigus ou obtus , se nomment angles obliques. 
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Pour, obtenir les formules qui servent à résoudre lea^ 
triangles rectangles, il suffira de remplacer, dans les rela- 
tions générales que nous avons établies (n^ 61 ) , un des trois 
angles du triangle par 90^. En posant A = 90^, dans ces 
difl'érentes relations, on obtient les formules suivantes : 

(i) CCS a = cos^ C0S6', 

(7.) sin^ = sin^ sinB, .... sine == sinasinC, 

(3) tang^ = tang^cosG,. ••• tangc = tangacosB, 

(4) tang h =r sinr tang B , . ... tangc = sin b tang G, 
(f>) (;osB = sin G ces f),.,,. cosG = sin B cosc , 
(()) cos a = cotang B cotang G. 

Ou a donc, pour résoudre les triangles sphériques rec- 
tangles ) six formules distinctes , auxquelles le calcul loga- 
rithmique s'applique immédiatement, en ayant soin de 
rétablir le rayon. 

63. La formule (1) cos a = cos b cos c montre que : 

Dans tout triangle sphérique rectangle y le cosinus de 
V hypoténuse est égal au produit des cosinus des côtés de 
l'angle droit, en prenant pour unité le rayon des Tables. 

liCs deux termes cos a et cos b cos c devant avoir le même 
signe , il faut que les cosinus des trois côtés soient à la fois 
positifs, ou bien qu'un seul des trois côtés ait un cosinus 
positif. Par conséquent : 

Dans tout triangle sphérique rectangle, les trois côtés 
sont à la fois moindres que go^^ ou bien un seul de ces 
côtés est moindre que 90°, et les deux autres sont plus 
grands. 

64, On voit par la formule ( 2 ) que le sinus d'un des côtés 
de l'angle droit est égal au produit du sinus de l'/iypoté- 
nuse parle sinus de V angle opposé à ce côté. 

Et la formule (3 ) exprime que la tangente d'un des côtés 
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li^l de V angle divit est égale au produit de la tangente de 
tfUi f hypoténuse par le cosinus de P angle adjacent à ce côté. 

1 65. La relation (4) donne tang B = ■ . : ainsi : 
cej sin c ^ 

Dans tout triangle sphérique rectangle, la tangente 
iun des angles obliques est égale à la tangente du côté 
opposé y dimée par le sinus du côté adjacent. 

Ces différentes propositions correspondent à celles qu'on 
a démontrées (n?* 37 et 38) , pour le triangle rectiligne 
rectangle. 

66. Les sinus des côtés & , c , étant toujours positifs , on 
doit conclure de la formule tang b = sin c tang 6 , que : 

Dans un triangle sphérique rectangle , un angle oblique 
et le côté qui lui est opposé sont à la fois plus petits ou 
pbis grands que 90^. 

En d'autres termes : Chacun des angles obliques est de 
même espèce que le côté qui lui est opposé, 

67. Nous allons maintenant considérer les différents cas 
de la résolution des triangles sphériques rectangles ; ces cas 
lont au nombre de six. 

i" CAS. — On donne l'hypoténuse a , et un des côtés, b , 
de l'angle droit ^ trouver c , B , C . 

De la formule cos a = cos b cos c , on tire cos c = r* 

ces b 

La formule (a) donne sin B= -: — y et la formule (3), 



cos C = 



sin a 
taDg b 



taDg a 

Les côtés et les angles étant moindres que 180", chaque 

cosinus ne correspond qu'à un seul arc 5 quant à l'angle B , 

quoiqu'il soit donné par un sinus, il ne peut recevoir 

qu'une seule valeur, puisque cet angle doit être de mênK^ 

espèce que le côté b qui lui est opposé ( n" 66 ) . 

a® CAS. — Connaissant F hypoténuse, a, cl Vun des 
angles obliques , B, trouver b, c^ C. 



^v 
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On a, d'après les formules (2), (3), (6) du d"62, page 106; 

COSÛ 

sin b = sina sin B , tang c = lang a cos B , cotang C = r- 

Le côté b ne peut avoir qu'une seule valeur, parce qu'il 
ost de même espèce que l'angle donné B. 

Le côté c et l'angle C , déterminés par la tangente et 
la cotaugente, ont de même une seule valeur. 

3*^ CA.S. — Étant donnés les côtés b , Cyde l'angle droit, 
(léternnner a^ B, C. 

Des formules (i) , (4) 7 on déduit 

^ tanc b -, tang c 

cos a = cos b cos c , tang B =: . ^ , tang C = . . » 

^ smc ° s\nb 

Les inconnues a, B, C , ne peuvent avoir qu^une seulu 
valeur, puisqu'elles sont déterminées par un cosinus et par 
des tangentes. 

4*^ CAS. — Connaissant un côté de V angle droit, &, et 
V angle opposé , B , déterminer a , c , C. 

Les formules (a), (4), (5), conduisent à 

sin h tang b . ^ cos B 

sinrt = -: — -? smc = — ^> sinC= 7- 

sin B tang B cos 

Discussion, 1". Lorsque l'angle donné B est aigu, il faut , 
pour que le problème soit possible , qu'on ait i <^ B, ou 
/; = B. Dans le premier cas , le problème admet deux solu- 
tions 5 dans le second, il n'en admet qu'une seule. 

En eflet, lorsque l'angle B est aigu, le côté b doit être 
moindre que 90*', puisque chacun des côtés de l'angle droit , 
est de même espèce que l'angle opposé ( n^ 66) . D'ailleurs h 
ne peut surpasser B •, car si l'on avait i ^ B , comme 6 et B 1 
sontchacun plus petits que 90°, il en résulterait sin ft^ sin B, 

sin b ^ - ' -ï r 1 • *iï^ b • 

ou-T — ;r "> I, et, par suite, la formule sina = -r — adonne* 

sin B "^ ' ' ^ ' sm B 

raitsin«]>i. 

11 faut donc qu'on aitA<^B,ouè = B 
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« i ^ 11 T • sin ^ tanc b 

onpposons b <r 15. Les trois rapports -r—^zt — ^9 
^^ ^ ^^ sinB tangB 

7 j seront k ]a fois moindres que l'unité. D'ailleurs, les 

c6tës a , c , et Fangle C sont donnés par leurs sinus ; on trou- 
vera donc , pour chacune des trois inconnues a , c , C , deux 
valeurs supplémentaires, l'une plus petite et l'autre plus 
grande que 90®. 

Si l'on prend pour l'hypoténuse a la valeur moindre que 
90**, on aura cos a ]> o , et comme cos b est positif, la re- 
lation cos a = cos b cos c donnera cos c ^ o 5 c'est-à-dire 
qu'il faudra prendre c<^90°. D'ailleurs C doit être de même 

E espèce que c ; donc la valeur de C devra être moindre que 90°. 
Si l'on donne à l'hypoténuse a la valeur plus grande 
que 90°, il en résultera cos a <^ o , et , par suite , cos c <^ o, 
c>9o0 5 d'oùC>9o«. 

Ily aura donc deux solutions , lorsque b sera moindre que 
l'angle aigu B. Dans la première, les inconnues a, c, C, 
sont moindres que 90** -, le contraire a lieu dans la seconde. 

/-v j f T> 1 . sin ^ tanc b cos b , 

Uuand 6= d, les trois rapports -: — -? — ^5 =:9 de- 

^ ^^ sin B tangB cos B 

viennent égaux à l'unité, et l'on a 

«=:90«, c = 9o°, C = 9o^ 

Le triangle est alors birectangle, et le problème n'admet 
plus qu'une seule solution . 
f 2®. Lorsque l'angle donné B est obtus , il faut , pour que 
Je triangle soit possible, qu'on ait i ^ B, ou i = B. Dans 
le premier cas , il y aura deux solutions , et dans le second, 
une seule. 

Car de l'inégalité supposée B > 90^, on conclura d'abord 
b > 90**, puisque b doit être de même espèce que B. Et , 

comme le rapport -: — - ne peut surpasser l'unité, il faudra 
qu'on ait ft ]> B , ou A = B. 
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En supposant 6 ^ B , on aura, pour chacune des it:x 
connues a, c, C, deux valeurs supplémentaires. 

Si l'on prend a <^ 90°, il en résulte cos a ^ o , et la for^ 
mule cos a =cos h cos c donne cos c<o, parce quei 
cos i <^ o. Donc 5 c ^ 90° , et , par suite , C >• 90°. 

En prenant , au contraire , a > 90**, on trouve cos c >o; 
d'où c< 90% et C<90°. 

Ce qui donne encore deux solutions. 

On a déjà vu que si i = B , le triangle est birectangle. - 

Au reste, il est facile de vérifier par la géométrie, que 
si la question admet une solution elle doit en admettre deux, 
lorsque le triangle cherché n'est pas birectangle. 

Car supposons que le triangle ABC {Jig^ 3o) satisfasse à 
la question , sans être birectangle. En prenant les arcs BC,; 
BA', suppléments des côtés BC , BA , on aura un secoi 
triangle BC'A', qui répondra de même aux conditions du 
problème. Pour le faire voir, il suffit de prolonger les arcs 
BC, BA, jusqu'à leur intersection B'. Les triangles B'C'A', 
BCA , seront évidemment égaux \ on aura donc 

A'C' = AC = ^, et C'A'B'=90«. 

Ainsi , les deux triangles BAC, BA'C, satisferont tous deux 
à la question proposée. 

S*' c^s. — Connaissant le côté b et V angle oblique adja^ 
cent C , déterminer a , c , B. 

Par les formules (3), (4)» (5), on a 

tang b . 7 ^ « . ^ , 

tang a = 9 tang c = sm 6> tang C , cos B = sm C cos b. 

Les inconnues a , c , B, étant déterminées par des tangentes 
et par un cosinus, la question n'admettra qu'une seule 
solution. 

6® CAS. — Connaissant les deux angles obliques B, C, 
trouver a, i, c. 
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Les formules (6), (5), donnent 

i> . r^ , cosB cosC 

Gosii = cotang B cotang C , cos b = -; — - » ces c = -: • 

^ ^ 8in C sin B 

On voit qne le problème n'admet qu'une seule solution. 

/Jemarçrue. pans les différents cas de résolution que nous 
venons d'examiner, il est possible qu'une ou plusieurs li- 
gnes trigonomé triques correspondantes aux données de la 
question* aient des valeurs n^atives. C'est ce qui arrive 
lorsque les côtés ou les angles donnés sont plus grands 
que 90^, et entrent dans les formules par un cosinus , une 
tangente , ou bien par une cotangente. Pour appliquer alors 
tes logarithmes aux expressions obtenues, on change le 
signe des données négatives-, et si, en opérant de cette 
manière , la ligne inconnue prend un signe contraire à celui 
qa^elle avait d'abord , ce sera le supplément de la valeur 
obtenue pour l'angle ou pour le côté cherché qui conviendra 
à la question. Si la ligne inconnue a conservé le môme signe, 
la valeur obtenue est celle que Ton doit prendre. 

Supposons, par exemple, que l'on donne les côtés de 
l'angle droit i, c, tous deux plus grands que 90*^. Les va- 
leurs cos b , cos c , étant négatives , on changera leurs signes 
pour obtenir leurs logarithmes \ et comme cos a reste posi- 
tif, la valeur moindre que 90^, obtenue pour Thypoténuse a , 
conviendra à la question. 

Quant à la valeur de 6, donnée par la formule 

« tang b 
tangB= -:-2— , 
sm c 

lorsqu'on change le signe de tang Z^ , il en faudra prendre le 
supplément, parce qu'on a changé le signe de tang B, en 
changeant celui de tang b. 
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RÉSOLUTION DES TRIANGLES SPHÉRIQUES OBLIQUÀNGLES 

68. i®*" CAS. — Étant donnés les trois côtés a ^ i , Cj d 
terminer les trois angles A , B, C. 

Pour obtenir l'angle A par exemple, on appliquera 
formule 

ces a = ces b ces c + sin ^ sin c cos A , 

qui établit une relation entre cet angle et les trois côt 
donnés. 

De cette formule on déduit immédiatement 

cos a — cos b cos c 

cos A =: : — r— : 

sin b sm c 

Mais on obtiendra des expressions plus faciles à calcul 

par logarithmes , en déterminant les valeurs de sin -» cos- 

A . A 

tang-« Cherchons d'abord sin -^ on a 

2 -i 



— cos A \ / sin Z) sin c 

sin 







cos a — cos b cos c 



1 



sin ^ sin c + c(»s b cos c — a 



2 sin b sin c 



cos [b — c) — cos a 
2 sin ^ sin c ' 



ou , parce que 

, , ( a -\-b — c\ fa -\-c — b 
cos[b — c) — cos rt = 2 sin ( ) ^^" \ 



on aura 



/. /rt + c— /A . la-\-b — c\ 

■ A i/ ^'" — r— )"° — ?— ) 

sm - :i= V ^ . j . — ^^ 

2 T sm b sin c 



&ésoli;tiox drs TRi\>f;i.KS spiiKRiQrFs npi.ini'A\(.i.rs. 1 r^ 
Posons a -h 6 -h f = '2 /; , il A irmira : 

fl + r — h n -\- b — c 
z=j) — h, = p - c, 

2 7. 

H, par suite , 



/ , . A , /siri (/; — A) sin {/? 

2 V siu b sm c 

Un calcul scin1)lable doiiiii' 



— c I 



f , A /sin p sin . p — a) 

(2) ros- = 1/ '-r-i-4 ^' 

2 y sm w sni r 

Ht, en divisant (i) par (2), on a 



'j? 



A /sin 



(3) tan."-' n--{P-l»^^^(l>-<-) 



sinyy sin [p — a) 



Ceà trois formules sont , comme on voit , analogues à 
celles qui ont été obtenues pour la résolution d'un triangle 
rectiligne dont les trois côtés sont donnés. 

Lorsqu'il faudra calculer les trois angles d'un triangle 
spliérique , il conviendra d'employer la formule (3), par. la 
raison déjà donnée dans la résolution des triangles recti- 
1 ignés (page 76). 

Discussion, Occupons-nous de la formule 



rang - = 4 Ain (/^—/Q sin y; — c \ ^ 
^' y sin /; sin [p — a ' 

dans laquelle les données a ^ b ^ c ^ sont des arcs positifs , 
chacun moindre qu'une demi-circonférence. 

Pour que la valeur de tang A déterminée par cette foi- 
nuile convienne à la question , il faut que Texpression 

sin(« — b\^mip — c) . .. ^ . .. . , , 

— -^ r-^- — - — j — - soit positive et lime. Ainsi, Jes denv 

sm yjsin [p — n) ^ 

lerine^ delà fraction doivent avoir le même sign<% et auenn 

3" rV/. 
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A 

cVcux ae peut être nul , car Taiigle - est nécessairement 

compris entre o^ et 90°. 

Or, je dis que les deux termes de la fraction ne peuvent 
être tous deux négatifs \ car si cela était , il faudrait qu'un 
des facteurs du numérateur, sin \^p — i), par exemple, fut 
négatif, et qu'il y eût de mùme un facteur négatif au déno- 
minateur. De sorte qu'on aurait à la fois 

sin (/7 — A) <; f), sin [p) <^o, 

ou l)icn 

sin [p — ^ ) <^ , sin ( /? — <7 )<[ o . 

Aucune de ces deux hypolhèses n'est admissible. 
En effet, 

sm \p — 6)4- siny-> = 2 sm ces - • 

Mais sin ^^o, car <ri8o^.D'aillcurscos->o, 

puisque - <^ 90*^. On a donc 

sin [p — /;) -h sin/î^- o. 

Par conséquent, les inégalités sin (p — h)<^o^ sin /; <^ Oy 
ne peuvent exister simultanément. 
On a de même 

sin (/? — h) + sin(/; — «) = 2 sin -ces ( j - 

Le premier facteur sin- est évidemment positif. De plus y 



les inégaliu's n < 180", h <^ 180", donnent 

7. 



-à ^ fn-h\ ^ 



Ainsi , la somme sin (/? — b) -h sin {p — a) est positive 5 
on no peut donc avoir fila fois sin(/^ — Z>)<^o,sin (p — ri)<^o. 
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D'où je conclurai d'abord que les drux termes dtî la frae- 

sin (y? — b)sinip — c) , . ^ . .« 

lion — ^ r-- -^ doivent être positifs. 

smy^sin(y> — n) 

L'inégalité sin (/} — />) sin (p — c)^o donne 
sin(y^ — /^Oo, sin(/> — r)>o; 

car nous venons de démontrer que deux des quatre sinus 

, ,, . sin(i? — b)s[n(p. — ^^ 

(fui entrent dans l expression — -^ r^ -^—, — - nepeu- 

* * sin/>sni (/j — a) * 

vont être à la fois négatifs. 
De même, on conclura de sin ^> sin [p — «) ^ o, que 

sin/>^o, et sin (/;—«)]>• o. 

.. . T. , 1. , sin(;? — b) sin (p — r). 

Ainsi , 1 inesfalite 4 r-^ — : — - > o exise nu on ait 

' ^ smpsm(p — ri) ^ ^ » 

siny> ]]>• o, sin \p — a) ^ o, sin [p — ^) ^ o, sin [p — c) ]> o . 

Cela posé, le demi -péri mètre p étant nécessairement 
moindre que 270", la condition sin/; ^ o donne 

p <^ 1 80*" , ou a p <C. 36o" ; 

cVst-à-dire que la somme des trois côtés doit être moindn» 
qu'une circonférence de grand cercle. 

De plus, il faut que les arcs [p — ^t)') (p — ^)i (/' — ^)i 
soient positifs; car si Tun d'eux, (/; — «), par exemple, 
était négatif, il en résulterait, en valeur absolue, a — p 
> 180", puisque sin (p — a) ^o; alors , ht coté a serait 
plus grand ([ue iSo"-, ce qui est contraire h 1 bypollièse. 

On a donc 

P — ^' ^ o , p — /y ^ o , p — r"^ o ; 

d'où 

fi <^b -h ( , b <^fi -\- c, r <^ a -{- b. 

Par conséquent, les conditions nécessaires et suHisantck 
pour (|ue le triangle soit possible consishMit en cv (pie : 
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i". Lat soinino des trois côtés donnés doit èlrcî moindre 
(|u une circonférence d<î grand cercle -, 

2'*. Chacun des côtés doit être plus petit que la somme 
des deux autres. 

La discussion des formules 



9. y sin b sin c ^' V ^*" ^^ ^^" '" 

conduit aux mêmes conséquences. 

1*^ CAS. — On donne deux côtés a ^ b ^ cl V angle A op- 
posé au premier^ trouver B , C , c. 

L'angle 1^ se détermine parla formule 

. ,^ sin b sin A 

sin B = ; . 

sm a 

Pour trouver Tangle C, on emploiera la relation 

cotang a sin b •=. ces b ces C + sin C cotan^ A , 

qui donne 

. ,, cos b ^ cotanc a sin b 

sinC H cosC = ° , 

cotang A cotang A 

Soit qp un an£;lc auxiliaire tel que tans o = : ou 

^ ^ no, cotang A 

I cos b sin <p 

aura , en remplaçant par , 

*• " cotang A '- cos ^ 

. sin ff cos C cotang a ût\ b 

cos <p cotang A 

(Ml 

. ^, ^ cotang rt sin /; cos® 

sin C coso ~i- sni <p cos C =r ^ 1 ? 

' cotang A 

c(î r[ui revient à 

. , _ cotani'rt sin b cosq> 

sin C-4-?)= ^^^ : i- 

^ colang A 

Cette dernière égalité fera connaître l'angle C -j- y, et, 
par suite, l'angle C, en retranchant ^ de C -f- çp. 



Le côté c* s obtienl au luoveii de la ionuiilL! 
cos €1 = cos ù cos c -+- sin ù sin c cos A . 
Ou eu déduit 

cos a =z cos ù \ cosc -+- Vdn^b cos A sin c)j 
puis , faisant 



laniî 6> cos A = cotan;; » =r -; — =- ? 

^ sm c; 



il vieut : 



, / cosi>sinr\ cos />» sin { V -f < 

cos a = cos [ cos c H ;' =: : 

\ sin y / sui <j) 



d'où 



. , . cos a sin © 

sm(c4-<p r= --L 

cos 6 



Cette dernière égalité donne c -f- ©, et, par cousécfuent, 
le coléc\ 

Nous examinerons plus loin (page i3i) la discussion du 
problème. 

3*^ CAS. — Étant donnés deux côtés a ^ h ^ et V angle 
compris C , trouver A , B , c. 

Cherchons d'abord l'angle A. On a 

cotang a sin h zn cos b cos C + sin C cotang A ; 
d'où 

«otang a sin b — cos b cos C 

COtan2A=: ^- : ; 

sin Ci 

cos C cos b 



cotang a ( . 

=-' — r—r- ( sin 
sinC \ 



') 



cotang a 

Soit Qp un angle auxiliaire tel que 

cos il sin y 

= rang «v =r — -' , 

cotang a ^ cos y 

il viendra : 

cot.'ing a /sin b cos y — sin ut cos h ^ 
<'olang A =1 — r— T - - 

Sîlli. \ C05 

cotang a sin [b — y) 
<'()S 'if sin (] 
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On trouvera de même, pour Tangle B, 

_ cotant b sin {a — t,) 

cotaiig B = ^ A ^ 

ros <p sin C 

Taiigle (f étant donné par tang a? = - 



cotang ù 
Le côté c se détermine par la relation 

cos c = cos a cos h -h sin a sin ù cos C , 

d(î laquelle on tire 

cosr = ciiSéi ( cosô H- sin b taiig^ cosC ). 

Puis , en posant 



COSC/ 

iantia cos C = cotanir 9 == -: — ^-9 
^ ^ sin ç 



il en résulte 



cos a ( cos Z» sm 9 + cos s sni A ) cos <? sm ( <p 4- A 

cos «r = 7^ z=z ; — : 

sm (f sm <p 

4* CAS. — Étant donnés deux angles A , B , eï le c 
adjacent c , trousser a , A , C. 

On déterminera le côté a par la formule 

cotang fl sin c =: cos c cos B + sin B cotang A j 

d'où 

sin B cotang A 



cosr / 

<? = -: l 

sm c \ 



cotang a = -: — 1 cos B + 



cosc 

Soit 

cotant; A cos o 

2 — =r cotang ® = -; — 5 

cosf? sin <j> 

il s'ensuivra 

cos c sin ( B -h o ) cofan;; c sin ( B -h ® ) 

cotani; a = : : — =z : 1- 

sin c sm (p sin © 

On trouvera de même 

, cotant! r sin (A -4- ©] 
cotang o =. 



sm CD 



cotani' B 
en posant -— = cotang 9. 

* cos c ^ * 



\ 
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L'angle C s'obtiendra par la formule 

ces C = — cos A ces B 4- sin A sin B ces c, 
qui conduit à 

cos C = cos A ( — cos B + tang A cos c sin fi ) ; 

1, , ^ . . cos Cp 

(l ou , en faisant tans; A cos c = colanc q? = -: — - > 

^ *^ ' sm ^ 

. , ,, cos 9 sin B\ cos A sin (B — o) 
cosC = cos A I — cos B H ^ — ^^ ^^ 



= cos Al — 



sni (p / sin cp 

5® CAS. — Étant donnés deux angles A, B, et le côté 
a opposé à Vun d'eux, déterminer b^c^ C. 
On aura d'abord 

s\\\a sin B 



sin b = 



sin A 



Le côté c s'obtient par la relation 

cotang asinc = cos c cos B + sin B cotang A , 

de laquelle on déduit successivement : 

cotang « sin c — cos c cos B = sin B cotanj A , 

cos B sin B cotang A 

sin c cos c = ~ — ; 

cotang a cotang a 

cos B sin Q) 

et , en posant = tang cp == — - ? 

' ^ cotang a ° ' cos <p 

sin op sin B cotanir A 

sin c i- cos c =z 2 — • 

cos y cotang a 



d'où 

sin(c — <p) == 



sin B cotang A cos <p 



cotang a 

Cette expression fera connaître c — (p, et, par suite, le côté c. 
Pour déterminer l'angle C , on a la formule 

ros A =: — cos B cos C + sin B sin C cos <?, 
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(jui donne 



. ^, ('otan.i B ^, cos A 

sm C t:(»S C = -: — ^-- 



Soit 



il viendra 



cos^i sinBcos^ 

('(>tan<; B siri 9 

— = tani» (y =r t 

cos a ^ ' cos <p 

. ,,, . cos A cos V 

sin(C — 'y)'~~ ^ 



sin B cos a 

La différence C — (p étant ainsi déterminée, on auia 
Tangle C , en ajoutant Tangle (p à cette différence. 

6*^ CAS. — Étant donnés les trois angles A, 1^? C, trou- 
ver les cotés a, b, c. 

J.a relation 

cos A =: — cos B cos C -h siii B sin C cosw 

donn<' 

cos A -4- cos B cos C 

cos a z=z . p . ^ 

sin B sin G 

Mais 5 pour obtenir des formules auxquelles le calcul lo- 
garithmique s'applique plus facilement, nous chercherons 

les valeurs de sin -? cos -9 tang-- 

2 2 ^2 

On a 



.a / i — cos a /sin B 



sin C — cos B cos C — cos A 
sin 



2 sin B sin C 
d'où 



. a I — cos (B -h C) — cos 

sm - = 1/ ,. . ,. 

2 y 2 sin B sm C 

Or, 

COS (B H- C) -f- cos A = 2 cos ( 



A-^B-f-C\ /B + C — A 

I cos 



2 

donc 




/A-i-B + C\ /B-i- 

sm - = 



- 1 cos I 



sin B sin C 
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On peut démontrer, d'après celte dernière formule , que 
la somme des trois angles du triangle doit être plus grande 
que deux angles droits. 

En eflet , il faut que le produî t 

CCS (^ ^ j ces (^ ^— 

soit négatif, car l^ dénominateur sin B sin C est nécessaire- 
ment positif, puisque chacun des angles donnés est supposé 
moindre que i8o*^. 
On doit donc avoir 



( 



■A-l-B-hC\^ / 

ces I 1 > o , et cos ( 



B 



<o, 



ou bien 



cos 



c 



B 



)<o, 



B-hC-A.. 

et cos I I ^ G. 



Mais les deux premières inégalités ne peuvent exister à la 
foisj car chacun des angles A, B, C, étantmoindre que i8o*% 
on a nécessairement 



A -f-B-H-C 



270° 



A -f- B H- C 
et, par conséquent, rinégalité cos ( ) ^ o donne 



A -f- B + C 



<9o«. 



T 1 • ' 1*' /B + C — A\ ^ 

La seconde inégalité cos ( j <^ o exige que 

l'angle soit positif et plus grand que 90" ^ car si 

D _i p ___ 4 

: était négatif, il faudrait, d'après rinégaliié 



i2U TtilC^UNOMKTUlK SI'liLKK^LK. 

(|ui donne; 



Soil 



il \ien(lra 



. ^, cotari/, B ^, tus A 

SI II (^ vos L = -r-,^ 

vostt sin Iscosa 



('()tan<' U sin o 

.o_ ~ tiini» o — ^f 

rns r/ ^ • cos * 



• #., , _ rosA (OS V 

sin ((. 'JJ ' ; — -' 

siii II cos fl 



La (lil'fmmcc il — (p étant ainsi tlélcrniiuce, on aiiia 
Tanglc C , (;n ajoulanl Tanglc o à cclU; différence. 

&' CAS. — Étant (/on nés les trois angles A , H, C , //o//- 
vcrles côtés «, Z», r. 

La relalion 

fos A = — (OS B cos C -H sin B sin C cosrt 

donne 

cos A -f- cos B cos C 

cos a =z . p . ^, 

sin B sin C 

Mais , pour obtenir des formules auxquelles le calcul lo- 

^aritliniîque s'a2)plique plus facilement, nous clierclicroiis 

, , ..an a 

les valeurs de sin -9 cos -9 tang- • 

2 2 ^2 

On a 

.a / 1 — ços n /sin B sin C — cos B cos C — cos A 

2 y 2 V 2 sin B sin C 



sni 
(['011 



. a I — cos (B -f- (i) — cos A 

siii- = 1/ . —- 

2 y 2 sjn B sin i\ 

Or, 

cos (B -1- C.) -f- cos A = 2 cos ( — j cos I : 

doiK! 

/" /a + b-mTx 7b + c--a\ 

2 Y sin B sin (] 



ui: 



o- 



&fcSOLUTION DK8 TRI^NGLKS SPHERlQUKS OHLl^iVANOLKS. 121 

On peul démonlrer, d'après celle dernière formule , que 
la somme des trois angles du triangle doit être plus grande 
que deux angles droits. 

En eilet , il faut que le produi l 



CCS 



/A-t-B4-C\ /B-t-'c— A V 

[—r- ) -* [—^- } 



soit négatif, car la dénominateui' sin B siu C est nécessaire- 
ment positif, puisque chacun dos angles donnés est supposé 
moindre que i8o". 
On doit donc avoir 

/A-hB-hC\^ /B_I_C~A\ ^ 
^os ( j>o, et cos( j<o, 



ou bien 



cos 



[ i j<^' ^' ^^^(^ i j>^- 



Mais les deux premières inégalités ne peuvent exister h la 
fois^ car chacun des angles A , B, C, élanl moindre que 1 80", 
on a nécessairement 

A +B4-C 

' 270°; 

2 
et, par conséquent, rinégalité cos ( j ^ o donne 

A4-BH-C ^ 
<90". 

La seconde inégalité cos ( ) "^ ^ exige que 

1' I B -h C — A . , .p , , 

1 angle soit positii et plus grand que 90"*, car si 

B H- C — A 

— était négatif, il faudrait, d'après Tinégallt*' 
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/B + C-A\ ^ 
tos ( j <^ o, qu ou eut 

> 90", d'où A > i8q« -h B 4- €. 

Ou voit donc qu'on ne peut avoir à la fois 

/A-hB-hC\^ /B-f-C— A\ ^ 

""""^X i j>0' «-'^ cos^ — ^ — j<«» 

puisqu'il en résulterait ces deux inégalités contradictoire; 

A +B-t-C ^ B-hC — A^ 
; <9û", et >90". 

Ainsi , il faut qu'on ait 

A 



cos 



B-4-C\ ^ /B-f-C— A\ ^ 
^ j<o, et cos(^ ^ j>o. 



L inégalité cos ( I <Co donne 

^_:tÇ_±^ > 900, ou A-hB-f-C>i8o"; 

c'est-à-dire que la somme des trois angles d'un triangk 
sphérique doit être plus grande que deux angles droits, 

fJK -4- V — A \ 
) !> ^î Oïl con- 



clura 

B-hC — A 



< 90", d'où A > B + C — 1 80». 



Par conséquent, un quelconque des trois angles d'un 
triangle sphérique est plus grand que l* excès de la sonunc 
des deux autres sur deux angles droits. 

Celaposéj désignons par 2S la dîflerence A-l- B + C — 1 8o% 
on aura 

A + B -4- C , B -h C — A ,, , 



II en résultera 

— cos = Mil S , il oos = sm A 



i?..S 






et, par suite. 






sinS X sin .A — S; 
sin B sin C 



On trouvera de même 



cos 



cl 



sin 


B — 


Sî 


sinfC 




S 




si:i 


b 


sin C 






sin S X 


sin ( A — 


S 


\ 



Par un simple échange de lettres , ou aura les formules 
qui détermineut les deux autres côtés i, c, du triangle. 

69. Nous devons faire observer que, au moyen du 
triangle supplémentaire, les trois derniers cas peuvent se 
ramener aux trois premiers, c'est-à-dire le 6^ au i*^*^, le 5** 
au 2% et le 4*^ au 3^ 

La résolution des triangles spkériques peut d'ailleurs ùtre 
I simplifiée au moyen de proportions connues sous le nom 
1 d'analogies de Neper. Nous allons démontrer ces formules. 

ANALOGIES DE 2NEPER. 

70. Dans tout triangle sphérique, on a les proportions 
suivantes : 

(i) sin- (rt -h /;) : sin -{a — b :: cotang- : tant;-- (A — IV.y 
(a) cos-(« -h b) : cos-(<i — b) :: colan^ - : tang- (A -f-B), 



I I C \ 

(3) 5in-(A-f-B' : sin-;A — U) :: lan^- : tang-^/'/ — A', 



I 



9. 



I 



c 



f 



^î) cos-fA + n ;rns-^V--n) :: fan*''- ; lanL'-(^/ -j- b". 



La proporliou (i) correspond cvidoiiimeiil à celle qi 
a trouvée (n° 28, page 4^) pour les triangles recliligi 
les trois autres se déduisent facilement de la première. 

Pour établir la proportion ( i ) , cherchons d'abord la va 

tang^(A-B) 

du rapport 9 en fonction des trois cott' 

cotang - 



triangle. 
On a 



(roù 



I 1 

tan;» - A — tanti - H 
I ?. 1 
rang - (A — B) = 

I -H taiig - A taiig- B 



tang-(A — B; ^ ^. 

'- 7;^ — tdug - (A — B} taiig^ 

cotang - 

taug - A tang - G — tang - B laiig - C 

^ » ^— ^i^,^^— H^M^^^» ■!» ■■■■— — ■■ I ■■■■■l»^» ^liWl ■■■I—— — ■■ ■.■■.! „ ■ • 

11,^ 

I -h tang - A tang - B 



Mais 5 



ilonc 



I /sin {p — b) s\Xi(p — r 

tang - A = \ / ^-: r-^ — ^ 9 

^2 y sin/> sin \p — a) 

i t, ^ Ain(^-.)sin(/. ;^; 
"2 y siii/;sin(/; — c) 



I I ^ /sin- \p — b) sin ( p — l> 

tang- A tang-C=:\/ ^- -= — ^4 

^2 2 y sin'y>» sni/> 

On trouvera de njèrac 



I ^ I sin .p — a\ 

tani; - B tani; - C = — ~ •> 

^2 2 sni /y 

1 I ^ sin [p — r- 
tant» - A tanL' - B zji -, : 

2 2 sni/> 



\ 



pit conséquent : 

Un* - A — B , 

" a '• sin /? — h — sin 1 /> — a 



C 
cotani:- 



sîD /i -r- sin /> — r 



. //i — A\ f ri — h 

2 sin J 1 cos - sin I 

\ 2 / 2 



i^) 



2 SID I \ COS - sin 1 I 

'2 2 ' 2 ' 

^est-à-dire qu'on a 

f i) sin - (fl -h ^ : sin - f ri — b" :: cotang - : tanc - ■ A — B \ 
2 2 ^ ' 2 '^ 2 ' 

La proportion (2) s'obtient par un calcul ontiorenionl 
semblable à celui qui précède. 
En effet , 



I 
2 



tang - ( A 4- B) tang - A tang - C -h tang - B tang - C. 



C 

cotang - 



I I ^ 

i — tanc - A tanj; - B 



d'oij 



ou 



lang-(A-f-B) . , «n . • / 

^2^ sm{p — B) -h sin(/> — r/ 



C 

cotang - 



2 sm - cos 
2 



sin/; — sin (/^ — <) 



(l^i)^cos( 



2 $in - cos 

2 \ 



a -h b 



cos 



« -f- ^\ ' 



2 



2 



^e (pli donne 

(2) cos ( ) : cos ( ) : : rotang - : tang I - - — | • 

On peut aussi déduire la proportion (7.) de; (1), par \r 
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donc 

PBC = 90°— -(A — B). 

Eniin , le point M étant au milieu de DB , où à 
CM = i(^H-^), Cl BM=i-(ii— /^). 

2 2 ' 

Cela posé, les triangles rectangles PMC , PMB, donnent 
(n" 02, page io6) : 

cotang PCM = cotang PM X sin CM , 
cotang PBM = cotang PM X sin BM ; 

oh a donc 

sin CM : sinBM :: cotang PCM : cotarigPBlV<, 
ou 

sin-(flr -h />>] : sin-(rt — h) \\ rotang- : tang-(A — B). 

Ja 2m 2 2 

On sait que les trois autres analogies se déduisent de cottf 
première. 

Applications des analogies de Neper à la résolution de\ 

triangles sphériqnes. 

72. Les analogies de Neper servent h. simplifier la réso- 
lution des triangles spliériques; on peut, en les appliquant 
éviter l'emploi des angles auxiliaires. C'est ce que nou 
allons faire voir. 

2^ CAS. — Étant donnés deux côtés «, b^ et V angle l 
opposé à l'un d'eux, déterminer B, C, c. 

Oh trouve d'abord l'angle B par la proportion 

sin B : sin A : : sin b : sin a', 
f|ui donne 

. ^ sin A sin h 

U sinB=: . 

• ^ srna 
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On a ensuite (n^ 70) : 

C. tangi(A-B)8ini(a-h^) 

( 2 ) cotang - = ., 

sin-(« — b] 

2 ' 

et 

^ tangi(ii- ô)sin-i(A-hB) 

(3) tang-= j 

sin-(A — B) 

3^ CAS. — Étant donnés deux côtés a , bj et l'angle com^ 
pris C , trouv^er A , B, c. 
Les analogies donnent 

« ^ cos-(a — b) 

A-hB C 2^ ^ 



tang = cotang - 

cos-(a 4- è) 
2 ^ ' 

A-B c'*°^('^-*) 
tang — — = cotang 

sin-(« 4- ô) 

2 ^ ' 

A -4- B A B 

On en déduira les valeurs de ? ? et^ par 

suite, les valeurs de A, B. 

Ces angles étant calculés, on obtient le côté c par la 
proportion 

sin c : sin a : : sin C : sin A. 

Le côté c peut encore se déterminer au moyen de la 
formule 



c , / sinS sin (C — S) , ,. 

^°g^ = V sin(A-S)sin(B-S) (P^g^ '^3). 

On voit que la question n'admet qu'une seule solution. 

4® CAS. Étant donnés deux angles A , B, as^ec le côté 
adjacent c, trouver a, A, C. 

3« éd. ' 9 
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On a 

cos-(A — B) 

I C 2* 

taDg-(a -h ô) =: tang-« 

cos-fA-f-B) 

sin-(A -- B) 

I C 2 

tang- (« — 0) = tang 

^ sini-(A-f-B) 

a 

Les côtés a, A, se trouvant ainsi déterminés, on aura 
Tangle C par la proportion 

sinC : sin A :: sine : sina. 
L'angle C peut d'ailleurs s'obtenir par la formule 



î=\r- 



j _. . ^înp(p^a) sm{p-^b) 



s\np sin(/> — c) 

Chacune des trois inconnues a, è, C, n'admet, comme 
on voit, qu'une seule valeur. 

5^ CAS. — Étant donnés deux angles A , B, et le coté a 
opposé à l'un d'eux ^ troui^er i, c, C. 

Le côté b s'obtient d'abord par la proportion 

sin b : sina :: sinB : sin A. 
Puis, on a 

^ tang^(fl — ^)sin^(A + B) 



• tang - = 



cotang- = 



^ sin-(A-B) 

2 V 

tang -(A— B) siil-(« + b) 

C 2 ^ '2 



sin- fa — b) 

2 ^ ' 



Pour résoudre le triangle, lorsqu'on donne les trois 
côtés, ou les trois angles, on fera usage des formules indi- 



i TnuncLRS sraimiQUES obuquanoi.xs. i3i 
quées (n" 68, pages 112 et 1 20) ; aucun de ces deux cas ne 
peut admettre plus d'une solution. 

EXAMEK DES CAS BOliTEUX DES TSEA.KG1.ES SPHÉRIQUES'. 

73, Le second et*în<juième cas de la résolution des trian- 
gles sphériques sont les seuls dans lesquels les formules em- 
ployées (n° 72) pour résoudre le triangle ne déterminent pas 
immédiatement l'espèce des parties que l'on cherche. Une 
des parties inconnues s'obtenant par un sinus qui correspond 
à deux nombres de degrés supplémentaires l'un de l'autre, 
on ne voit pas d'abord lequel des deux convient à la ques- 
tion, ou s'ils conviennent tousdeus, ou, enfin, si l'un et 
l'autre doivent être rejetés. C'est ce qu'il faut examiner. 

Nous donnerons seulement ici la discussion du second cas, 
parce que celle du cinquième est entièrement semblable, et 
que , d'ailleurs , la résolution du cinquième cas se ramène 
à la résolution du second, au moyen du triangle supplé- 
mentaire. 

74. Discussion du second cas. Les données étant a, b. A, 
on a, pour déterminer les inconnues B, C, c, les trois 
équations : 

sin A sin b 



C Ung^{A-B)sin-(«-.-6J 

2) cotang- := 1 

■mj(»-*i 



{3; Ung ~ - 



Je suppose d'abord «i = h„t 
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mules (i) et (3 ) donnent 

Go r o 

cotan£;-- = -9 tang- = -' 
^^2 ° a o 

C c 

Pour obtenir alors les valeurs de cotang -, tang-> j'em- 

2 2 

ploie les relations 

cos A = — ces B ces C + sin B sin C ces a , 
cos a = cos b cos c -f- sin ^ sin c cos A , 

qui deviennent, dans l'hypothèse [a =b^ A =B) ; 

cos A = — cos A cos C + sin A sin C cos a , 
cos a = cos a cos c -f- sin « sin c cos A . 

De la première on déduit successivement 

cos A(i 4- cos C) = sin A sin C cos a y 
cos A cos - = sin A cos a sin - » 

2 2 

et 

Q 

(4) cotang- = tang A cos «. 

On trouve de même 

c 



( 5 ) tang - = tang a cos A. 



2 



Si, de plus, on avait à la fois A = 90°, a = 90**, les 
formules (4) et (5) donneraient encore 



C o c o 

cotang - = - 9 tang - = - • 



o 



Mais, dans ce cas, le problème est réellement indéterminé, 
comme il est facile de le reconnaître. 

Si enfin, en admettant toujours que a = J, une seule 
des données A ou a est supposée égale à 90^, on aura, 
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d'après les formules (4), (5), 

C c 

cotang - = OD , ou tang - = oo ; 

par suite , 

C = o, ou c = i8o°; 

et la question n'admettra aucune solution. C'est encore ce 
qu'il est facile de vérifier par la géométrie. 

En écartant ces dernières hypothèses , considérons le cas 
plus général où aucune des deux données A , a , n'est égale 
à go**. Il faut, pour que le problème soit possible, que 
tang A et cos a aient des valeurs de môme signe. Car l'in- 
connue C devant être moindre que i8o°, la valeur de 

C . . . . 

cotang -doit être positive. Ainsi, une condition nécessaire 

consiste en ce que l'angle A et le côté opposé a soient de 
même espèce. Cette condition est d'ailleurs suffisante. 
Lorsqu'elle sera remplie , le problème admettra une solu- 
tion et n'en admettra qu'une seule. 

Actuellement supposons que les côtés donnés a et & 
soient inégaux. 

L'équation 

, . . ^ sin A sio /» 

( I ) sm B = : 

%\Vka 

détermine U valeur de sin B , et lorsqu'on aura 

sin A sin 6 ^ , . ^ , . i i • ^ 

•' <C''> ou log sin A -h loff sm ^ — log sm « <; lo , 

sm /i ^ o ^ 

les Tables donneront, pour l'angle cherché B, une valeur 
B'<9o^. Mais, le supplément i8o°— B' ou B'' ayant le 
même sinus que B', il y aura deux angles B', B'', supplé-r 
ments l'un de l'autre, correspondants à sin B. 

En remplaçant successivement B par B' et B'', dans les 
équations ( 2) , (3) , il en résultera deux valeurs pour chacune 
des inconnues C, c. L'angle C et le côté c devant être 



■ïi 
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C c 

moindres que i8o*^, il faut que cotaug -5 laug - aient des 

valeurs positives 5 d'où Ton conclura, d'après les for- 
mules ( 2 ) et ( 3 ) , que les quantités (A — B) , (a — b) doivent 
être, ou toutes deux positives, ou toutes deux négatives. 
Cette condition est d'ailleurs suffisante. 

Or le signe de (a — b) est connu, puisqu'on donne les 
deux côtés «, 6; il sera donc facile de reconnaître, dans 
chaque cas particulier, si les valeurs B', B", conviennent à 
la question. La règle à suivre à cet égard est des plus sim- 
ples. En effet, de l'angle donné A retranchez successive- 
ment ciiacun des angles IV, B", déterminés par l'équation 

. j^ sin A sin /> . , . , „ 

sm r> = : •. ce qui donnera les dinerences A — B , 

sin « ^ ' 

A — B''. Si ces deux différences ont le signe de a — i, les 

angles B', B'', conviennent, l'un et Tautre, à la question 5 

il y a alors deux solutions. Lorsqu'une seule des différences 

A — ly , A — B", aura le signe de a — è , par exemple A — B', 

la valeur B' de B conviendra , l'autre B" devra être rejetée, 

le problème admettra une seule solution. Enfin , si aucune 

des différences A — B\ A — B'', n'a le signe de a — i, le 

problème n'admet aucune solution. 

Pour montrer des applications de cette règle générale, 

supposons que l'angle donné A soit aigu ; nous distinguerons 

trois cas : 

b <^ 90", b = 90", b >» 90". 

i'\ A<9o", A<9o«. 

Lorsque a est moindre que b , la formule sin B = 

• • sin fl 

donne B'> A. On a d'ailleurs 

B^'>90'>>A. 

Les diflérences A — B^, A — lVV<>nt le signe de « — b.Uv 
a donc deux solutions. 
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Si rt ]> è , on peut avoir 

a + ô<:;i8o», rt -f- ô = 1 8o«», fl-f-^>i8û°. 

Soit a-hb <^ i8o°, il en résulte 

b <^ 1 80° — ajSÏnb<^smai 

et d'après réquation (i) , lï <^ A. La différence A — 1^ a le 
signe de a — 4; et par conséquent Fangle B' convient à la 
question. D'ailleurs la valeur B" doit être rejetée parce que 
A — B'', a — è , ont des signes contraires. 
L'hypothèse a-hh=:i 80^ donne 

B' = A, A— B' = o, A — B''<o. 

La question n'admet aucune solution. Il en est de même 
lorsque a -+- i > 1 80*^5 car on a 

ô > 180° — a, sinô^-sinfl; 

par suite , 

sin B' > sin A , d'où B' > A , 

et • 

A — B'<o, A — B"<o, 

tandis que a — i^o. 
2°. A<9o°, imgo''. 

La formule 

, , . ,^ sin A sin b 

II) sin B = ; 

sin a 

devient 

. ^ sin A 

sin B = —. 

sin a 

Soit a<^b on a — i<^o. L'équation (1) donne B' > A$ 
on a donc 

A — B'<o, A — B''<o; 

il y a deux solutions. 

Si a "^ h ou a — b^.o^ comme on a encore 

A — B'<o, A— B''<o, 
le triangle n'admettra aucune solution. 
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3^ A<9o%*>9oO. 
Si a <^ J , on peut avoir 

a-h^<i8o% «4- ^ = 180°, a-h^>i8o^ 

Lorsque a-i-b <^ 180**, il en résulte b <^ 180° — a, et 
parce que b est obtus , sin i ^ sin a ; d'où 

sinB'>sinA, B'>A, A — B'<o, A — B"<o. 

Donc il y a deux solutions. 

L'hypothèse a-\-b = 180** conduit à 

A--B' = o, A — B''<o; 

la valeur B' doit être re jetée, la valeur B'' convient. 11 y a 
alors une solution. 

L'inégalité a -h & > 180° donne 

b > i8o° — « , sin ^ < sin a , sin B' <^ sin A , 

et , par suite , 

B'<A, A — B'>o. 

Le triangle n'admettra donc qu'une seule solution déter- 
minée par la valeur B" de B. 

Si l'on suppose a ]> & , on aura , puisque aetb surpas- 
sent 90**, 

suïa<^sinby d'où sinA<;sinB, A<B'; 

il en résulte 

A — B'<o, A — B"<o. 

Le problème n'admettra aucune solution. 

En discutant de même les deux hypothèses A = 90°, 
A ]> 90°, on pourra former le tableau suivant : 



ta<b. 
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a<ib denx solutions. 

\a = b une solution. 

a> b, et a -t-i < 1800 une solution. 

'a>ô, eta-|-i = i8oo,oua-+-&> 180®. aucune. 

[90** ( ^ ^« f* '^^ deux solutions. 

ou<i>6 aucune. 

a<&, et a-hô < 180® deux solutions. 

*> 90° { a <ft, et a -h i = iSo®, ou <i -+- ô > 180®. une solution. 

a = &, oua> b aucune. 

a <&, ou a = i aucune. 

* <90® <«> ft, et'a-+-& < 1800 une solution. 

a>i, et aH-i==i8oo, ou a-+-i>i8o<>. aucune. 

« <*, ou a> ft anenne. 

=900/ 6 = 90® < 

a=^b. ., une infinité de solutions. 

a <6, et a-f- ft> 1800 une solution. 

*>90*{a<ô, eia-i-b <i8oO,ou<i-i-&= 180°.. aucune. 
a = b, ou <!>- b aucune. 

l a <6, ou a == & aucune solution* 

b <90® l a> 6, et <i+ & > 1800 deux solutions. 

«> 6, et «H- i = 180®, ou fl H-& < i8oo« aucune. 

a<Cbf ovLa=zb aucune. 

b = go® { 

f <i> & . . .' deux solutions. 

90 / 

<!•<&) eta+ft^ iSo*' une solution. 

!«<&, etaH-i= 180®, ou «-+-&-< 180°. aucune. 

&>90® /û = i, eta-i-i> i8o<*... une solution. 

\as=by eta-i-&=i8o°, oua-i-i < 180®. aucune. 
a> b deux solutions. 

75. Les résultats compris dans ce tableau peuvent encorç 
'e vërifiés au moyen de quelques propositions de géomé- 
e, que nous allons exposer. 

I®. SoitFarc AB <[ 90°, et perpendiculaire sur la cîrcon- 

•ence BCB' (fig. Sa ). Cet arc AB est le plus petit qu'on 

isse mener du point A à un point de la circonférence BCB', 

par suite, Tare APB' supplément de AB, est le plus grand. 
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En effet , abaissons du point A une perpendiculaire AI sur 
le plan du cercle BCB'. Le point I tombera sur le rayon OB , 
entre les points O et B, puisque Fangle AOB est aigu. Me- 
nons encore par le point A un arc AC , à un point quel- 
conque de ACB'. Dans le triangle rcctiligne OCI, on aura 
OC < 01 -+-IC, d'où BI < CI. Il en résulte que la corde AB 
est plus petite que la corde AC , donc , l'arc AB est moindre 
que l'arc AC. 

2". Les arcs obliques AC, AC, également éloignés de 
l'arc perpendiculaire AB, ou AB', sont égaux entre eux. 

Car les triangles sphériques rectangles BAC, BAC, ont 
un angle égal compris entre deux côtés égaux. 

3°. De deux arcs obliques AC , AD ( fig, 33) , qui s'écar- 
tent inégalement du plus petit des deux arcs perpendicu- 
laires , AB , celui qui s'en éloigne le plus est le plus grand. 

En effet, dans les triangles rectilignes OIC, OID , le côté 
10 est commun ; d'ailleurs OC = OD, et l'angle lOD > lOC 5 
donc, d'après une proposition connue, on alD^IC.Il en 
résulte que la corde AD est plus grande que la corde AC , et, 
par conséquent , Tare AD est plus grand que l'arc AC. 

Il s'ensuit que de deux arcs obliques AC , AD , qui s'é- 
cartent inégalement de l'arc perpendiculaire AB'> 90°, 
celui qui s'en éloigne le plus est le plus petit. 

Maintenant supposons que l'on donn^, dans un triangle 
sphérique , deux côtés a , ft , et l'angle A opposé au premier. 

Soit A < 90^, et i < 90°. 

Sur un des côtés de l'angle CAD = A [fig* 34) 5 prenons 
AC ==z b <^ 90^, et du point C abaissons l'arc CD perpendi- 
culaire au second côté de l'angle. L'arc perpendiculaire CD 
sera moindre que 90°, car il doit être de même espèce que 
l'angle A qui lui est opposé. Dans ce cas , l'arc CD est la 
plus courte distance du point A à la demi-circonférence 
ADA' ^ et , par conséquent , il faut , pour que la question ad- 
mette une solution 5 que le côté a soi tau moins égal à l'arc CD. 
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siD j^ sin 6 

Or le triangle rectangle CAD donne sin CD = On 

r 

, . 1 . . ^ sin A sine ,. . sin A sin ^ 
doit donc avoir sm a "> -> ou bien sm a = : 

r r 

, sin A sin Z> ^ sin A sin b 

ce qui revient a — : < r, ou : = /*. 

^ sin a sm a 

^ sin A sin ^ ^ -i. / i «^ ^ir^ 

En supposant — : <" r^ il en résultera a> CD: et 

* *^ sin « • ^ 

si, de plus, a <^CÀ, il y aura entre les arcs CD, CA , un 

arc CB"=a. Le triangle ACB" ainsi déterminé satisfait 

évidemment aux conditions du problème. 

Si Ton prend DB' = DB^' : l'oblique CB' := CB" == a , et 
le triangle ACB' contiendra de même les trois parties don- 
nées. Ainsi , la question admettra deux solutions. 

Mais , lorsque a = CA = fe , le point B^' coïncide avec le 
point A 5 le triangle ACB" cesse d'exister, et le problème 
n'admet plus qu'une seule solution ACB'. 

Si l'on art>i, eta + 6<^ 180°, le point B'' sera situé 
sur le prolongement de l'arc DA, à l'autre côté du point A \ 
et le point B' restera sur la partie DA'de la demi-circonfé- 
rence AD A'. Il y aura encore une solution. 

Enfin, lorsque a -f- 6 > 180*^, aucun des deux points 
B',B'', nepouvantse trouver sur la demi-circonférence ADA', 
le problème n'admet aucune solution. 

Toutes les autres hypothèses se discuteront de la même 
manière. 

DE QUELQUES APPLICATIONS DE LA TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE^ 

76. Connaissant les longitudes et les latitudes de deux 
points du globe, trouver la distance de ces deux points. 

Soient A, C (fig- 35) , les deux points considérés; P le 
pôle boréal 5 E' BE Téquateur. Supposons que la longitude 
occidentale se compte, à parlir du point B , dans le» sons BIE'; 
et la longitude oricntah*, dans lésons HKK. 
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On connaîtra les nombres de degrés des arcs AI , BI, qui 
représentent la latitude et la longitude du point A 5 et de 
même , les nombres de degrés des arcs CK , BK , latitude et 
longitude du point C. 

Les compléments des latitudes boréales AI, CK, seront 
les côtés PA, PC, du triangle sphérique PAC. D'ailleurs, 
l'angle APC aura pour mesure l'arc IBK , somme des deux 
longitudes BI, B|^. Ainsi, on aura, dans le triangle sphé- 
rique APC 5 deux côtés PA , PC , et Fangle compris : on 
pourra donc calculer le nombre des degrés de l'arc de grand 
cercle AC , et , par suite , trouver la distance des points A, C . 

Exemple, 

. I latitude boréale AI = 57° 18' 3o" 

*^ ^ I longitude occidentale BI = i2°3i'4o" 

, . „ ( latitude boréale CK = 2 1 ° 1 4' 1 5" 

Et, pour le pomt B ^ ^^^^^^^^ occidentale BK = lo» 48' 10'' 

Il en résulte 

PA = 90"— AI = 32° 41' 3o" = c ; 

PC = 9o« — CK= 68« 45' 45" =0; 

APC = BU- BK = 23° 19' 5o" = P. 

L'inconnue AC, ou/;, s'obtiendra par la formule 
cosj3=cosflcosc+sinûsinccosP=cos«(cosc4-tangûsin<?cosP). 

Nommons ç un angle auxiliaire tel que tang a cos P 

^= cotanfi" cp = -; — -' Il viendra : 
*^ ' sin (p 

/ sin ç cos c -h cos © sin c \ cos a sin ic -f- ep) 

{}) cos 17 = cos /7 ■ ; = ;— ^ i-'. 

^ ' *^ y sm <p / sm © 
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Calcul de l 'angle ^. 

log cotangf = log tang a -f- log cos P — lo. 

log tang a io,4io4^4 

log cos P 9,9629540 

logcotang (p 10,3734204 

(p = 22° 56' 22^,9. 

Calcul du nombre des degrés de AC oup, 

c -H <}) = 55° 37' 52'',9. 
log cos/? = log sin (c -h (p) -H log cos a + C log sin (p — 10. 

log sin (c -f- (p) 9,9166764 

log cos a 9,559044^ 

C* log sin <p 0,4092005 

log cos/? 9,884921 o 

>. = 39053' 4i",7. 

Calcul de l'arc AC en mètres. 

Le quart du méridien terrestre = 1 000000™. 
En nommant x le nombre de mètres de l'arc AC , on 
aura 

X : looooooo :: 39®53'4i''>7 '» 90®; 
ou 

X = 443™y'**°*, 2768, à I mètre d'approximation. 



d' ^ 



77. Réduire un angle à l'horizon, — Soient OD, OE 
[fie' ^^ ) 9 ^^^ deux cotés d^un angle, situés dans un plan DOE 
incliné à rhorizon*, de deux points D, E, pris arbitraire- 
ment sur les côtés de cet angle, abaissez sur le plan horizon- 
tal MN les perpendiculaires DD', EE', çt joignez les points 
D', E', au pied, O', de la perpendiculaire 00', abaissée 
du sommet de Tangle sur le plan MN : Tangle D'O'E', pro- 
jection de DOE sur le plan horizontal , est ce qu'on nomme 
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TangleDOE réduit à T horizon. C'est cet angle D'O'E' q 
s'agit de calculer, connaissant les angles DOE, DOO', EC 
que l'on sait mesurer. 

Concevons une sphère décrite du point O comme cen 
avec un rayon quelconque. Les trois plans DOE, DC 
EOO', détermineront sur la sphère un triangle BCA , ci 
les côtés BC , CA , BA , seront les mesures des angles d 
nés. L'angle A de ce triangle sera l'angle demandé. On 
terminera T angle A par la formule 



ces 
d'où 



A ___ ^ / smpsm(p-^a ) 
2 y s\n b sin c 



A I 

log cos - = -[logsin/?-f- log sin ( p— a) -+- C^ log sin b-\-0 log si 

Exemple, Soient 

DOE = 37" 1 9' 40" = a ; EOO' = 67" ^4' oS' = a ; 
DOO' = 53" 4V 35" = r. 

11 en résultera 

a^ b -{-c = 9.p= 1 58° 26' ^o'\ 
et , par suite , 

/? = 79°i3'2o''; (/> — û)=4i°53'4o". 
Calcul de l'angle A. 

log sin 79° 1 3' 20" 9,9922706 

log sin 4ï° 53' 40' 9,8246206 

C* log sin 67° 24' 25'' 0,0346775 

C* log sin 53° 42' 35'' 0,0936494 

Somme 19,9452181 

log cos- 9,9726090 

'- = 20° 8' 10". 
2 

A — 40° '^' 20". 



>.«H 



FOAMULF. Dl MOlVRK, KT SES APPLICATIONS. l43 

CHAPITRE V 

FORMULE DE MOIVRE, ET SES APPLICATIONS. 



78. La formule de Moiv^re consiste dans l'égalité suivante : 



(ij (cosfl + \j — I sin a)*" = ces ma -\- sj — i sin ma , 

qui exprime qu'on élève le binôme cosa -h y — i sina à 
une puissance quelconque, en multipliant Tare a par l'ex- 
posant m de la puissance. 

Pour démontrer cette formule, considérons d'abord le 
:as particulier où l'exposant m est un nombre entier et 
jositif. 

La multiplication de cos a -+- v — ï sin a par cos h 

4- V — I sin b donne pour produit 

cos a cos b — sin « sin ^ 4- ^ — i ( sin « cos b -^ ûïib cos a ) , 

)U 

cos(fl H- b) -{- si — 1 sin(a -f- b). 

Ce qui montre que, pour multiplier des expressions de la 
îbrme 



cos a -\- \j — I sin £7 , cos b + y — i sin é> , 

1 suffit d'additionner les arcs a elb. 
Si Ton multiplie le produit obtenu par un nouveau fac- 

:eur de la même forme , cos c -|- y — i sin c , on obtiendra 
e produit 

cos(a + ^ H- c) -h v/ — I sin(fl -+- ^ -h c); 

H ainsi de suite , quel que soit le nombre des facteurs- 



I 
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Par conséquent , lorsque les facteurs deviennent égaux 
entre eux et sont en nombre m, on a 

(cosa -f- ^ — I ûna)'^ =2 cosma ■+• y — ^ sin ma, 

La formule est ainsi démontrée pour le cas où l'exposant /w 
est un nombre entier et positif. 

Supposons actuellement que l'exposant soit un nombre 

fractionnaire positif — 5 dont le numérateur est l'unité, et le 

dénominateur un nombre entier et positif. 
On aura , d'après ce qui précède , 

{ cos h v' — 1 sin — ) = cosa -h ^ — i sin a; 

\ m m J . 

ou, en extrayant la racine m**'"'', 



I 

(2) (cosa + >J — isina)'"= ces h v/ — isin — • 

^ ' ^ ' m ^ m 

Cette dernière égalité vérifie la formule de Moivre, pour 
le cas où l'exposant a la forme — 

Si l'exposant de la puissance considérée est une expres- 
sion fractionnaire , -■ ? dont les deux termes m , n , sont des 

nombres entiers quelconques et positifs, on aura encore 
l'égalité 

(3) (cos a + \/3"i sin «) ^ = cos [^ H- v/"ir7^7^!!î\ . 
En effet , 

n 

(cos« -h v/ — isinû)'"r= Y (cos« -4- V^ — -i sina)" 

= y cos na -+- ^ — i sin na ; 
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mais 

* 

m .— • . I — 

y cos na -{- \J — i sin /?û = (cos //«-+- y — ' s*" ^^ ) "' 

on a donc légalité (3). 

Enfin , si Ton suppose que IJexposant de la puissance de 

(cos a -I- V — 1 sina) est un nombre négatif^ — m, entier 
ou fractionnaire, on aura d'abord 

(cosfl -\- ^ — I sina)"'" = 



(cosfl' -h V — I sin»)*" 
I 

cos ma -h V — I sin ntn 

Puis, en multipliant les deux termes de cette dernière frac- 
tion par cos ma — y — i sin ma, le dénominateur deviendra 

cos' wrt -+- sin'^ ma , on i ; 
et, par conséquent, on trouvera 

; cos a -\- si — isinrt) *"=: cos ma — V^ — i sin ma 

= cos(— ma)-\-'sl — I sin( — ma). 

Ainsi , la formule de Moivrc est vérifiée pour toutes les 
valeurs commensurables de Fexposant m. 

79. Il y a , toutefois , une observation très-importante à 
faire au sujet des applications de la formule de Moivre, 
dans le cas où l'exposant de la puissance est un nombre frac- 
tionnaire. Si l'on suppose, par exemple, que cet exposant 

soit — 9 la formule devient 
m 

I 

(2) (cosfl + v^ — I sin^)"' = cos h V^ — i sin — ; 

\ I \ ' m m 

orle premier membre de cette égalité est y cos a -h y/ — 1 sina 
3*' éd. 10 



^ 
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et admet m valeurs on détenninations différentes , tandis 

que le second, cos h y — i sîn — 5 n'en admet qu'une 

* mm * 

seule \ c'est-à-dire que le second membre ne donne qu'une 

seule des m valeurs représentées par le premier. 

Pour doubler à la formule (2) toute la généralité qu'elle 

doit avoir, il suffit de remplacer, dans le second membre, 

Tare a para-h-aK;:, en nommant R un nombre entier 

quelconque 5 car, en écrivant l'égalité (2) sous la forme 

(A) v/cosrt-f-v^— isinû=cos— h V — 1 sin 'iZLZf^^, 

le second membre donnera les m déterminations du pre- 
mier. C'est ce que nous allons démontrer. 

Quel que soit le nombre entier par lequel on remplace K, 
l'expression 

a-|-2K7r I . û-f-2K7r 

-h y — I sm — 



cos 



m m 



sera une des valeurs de y cos a H- y — * sin a 5 car, m étant 
un nombre entier , on a 



cos 



«-h2K7r t . rt-f-2K7r^''" 



m 



-+- V — ï Sin =COS(û-h2K7r 

m j 



) 



4- ^ — I sin(fl-+- 2K7r) = cosrt H- \/ — i sinû. 

De plus , si Ton donne à K les in valeurs o , i , 2 , . . . , 
in — I , l'expression 

« + 2 K TT y . a -f- 2 K TT 

cos h V — ' sm 

/// m 

prendra m valeurs différentes. En effet, en remplaçant K 
par G , I j 2 , . . V , m — I , dans , on obtient m arcs , 

a a --{- 2,7: a -{- 2{m — 1)77 

— , 9 • • • 9 _ , 

m IN m 
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qui forment une progression arithmétique dont la raison , 

-^ 9 est la m'^'"" partie de la circonférence : deux quelconques 

de ces arcs, différant entre eux d'une quantité moindre 
qu'une circonférence, ne peuvent avoir à la fois même sinus' 
et même cosinus. Par conséquent, les m valeurs obtenues 
sont nécessairement différentes les unes des autres. 

On trouvera donc toutes les déterminations du radical 



y cos ^ H- v^ — i sin « 
en remplaçant K par o -, i , 2 , . . . , m — i , dans 

' rt H- 2. K TT / . âr H- 2 Ktt 

cos h y — I sm 

/// • m 

Si Ion substituait à K les nombres m, w -i- i , etc., plus 

grands que m — 1 , l'expression donnerait les arcs 

déjà obtenus, augmentés chacun d'un nombre entier de 
circonférences; et, par conséquent , il n'en résulterait au- 
cune nouvelle valeur pour 

cos h V — s sin • 

m m 

Il en serait de même si l'on remplaçait K par les nombres 
négatifs — i , — 2 , etc. 

80. Lorsque l'exposant m e»t une fraction , - ? dont les 

deux termes sont des nombres entiers quelconques , la for- 
mule de Moivre conduit à l'égalité 



n 

na I na 



(3) (cos« -f-v'— isin«)'" = cos f- v/ — i sin — • 



m m 



Pour cjue le second membre donne toutes les valeurs du 



10. 
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premier, il faut à celle égalilé subsliluer la suivanie : 



n 



(5) (cos«4-v — I sinûj'"=:cos-- hv — îsin^ , 



m m 



et remplacer K par o , i , 2 , . . ., /;/ — i . 

En effet, d'après rinterprétation canvenne des exposani;' 
fractionnaires , on a 

^ -/ = 

(cos/i-f-\/— 1 %\waY =z V (cos^-hV— ism^//'. 

Mais , // ctanl un nombre entier, 

( CCS a 4- ^ — I sin «)" = ces na -f- sj — i sin na. 
Et, d'ailleurs (n«79), 

Donc 

(cosâtH- V — « sinfl) ' = cos hy — i sm— 

Au reste, toutes les observations consignées dans les 
Traités d'algèbre au sujet des radicaux, lorsque l'on consi- 
dère toutes leurs déterminations, conviennent évidemment 
à la formule de Moivre, dans le ras de l'exposant fraction- 
naire. Il sera facile d'en faire application à des expressions 
de la forme 

(ycos«-f-y/ — isin«j » 

^i7cos«-4- V— I sinâf j X (y/cos A + y/— j sin^ j » etc., 
en ayant égard à ce que nous avons expliqué xi^ 79. 
FORMULES POUR EXPRIMER siu 772rt , COS ma , taug ^/ta , EK 

FONCTION DE siu ^ , COS « , tailg «. 

8i . La formule 

cos ma -\- \/ — I sin ma = (cos a -f- y — i sin a )'" 
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iloniiç, en développant le second membre, et cîi séparant 
la partie réelle de la partie imaginaire, 

m(m — i) 

1.2 



+ \/- 



I Slll //lrt=^ 



w(/7«— -i)(/iï — 2)(//i — 3) . ; . , 

— i -Ji — - — i-i — - — icos*-^ a sm* « — etc . 

I. 2. 3. 4 

mlm'i)(m-2) _ , 
^ Li — ^ cos""-^ a sni^ n 

(/Ai-4) 

^ 'Cos"^^^ sm* a- de. 



» F" ml m- 

I //i cos*""' rt sin âr ^ 

/— I I. 2. 

^ I /«(/W-l)(/7î-2)(w-3) 

L *• 2. 3. 4* 



On en déduit 



« . m(m — i)(m — 2 
m cos'"~' asm a ^ '-^ — - — cos"*"^ a sin^ a 

\ . 1 I. 2. 3 

) sin w« = < . ^ , ^ , 

ffl(//i-~i (/y i-^2)(w — 3 (/w— 4) ^ , . , 
-i r ^ — ; ^ — rr-^ cos'"~^« sm* û — etc. , 

I. 2. 3. 4' 5 

W ( /7i I ) 

cos'"fl ^ cos*~*« sm'rt 

1. 2 

cos ma = i 

mi m — i)(/w — 2)(/w — 3) 
H — ^ — — 5 — — 7 — cos""-* a sm* a — etc. 

I. 2. O. 4 

Ces deux formules donnent le sinus et le cosinus d'un 
multiple d'un arc en fonction du sinus et du cosinus de 
Tare simple. La loi des termes de chaque développement 
est facile à reconnaître; il est d'ailleurs évident que les 
deux développements doivent se terminer, puisque m est 
un nombre entier positif. 

On parvient encore aux relations (i) et (2) de la manière 
suivante. 

En changeant a en — a dans la formule de Moivre , on 
peut écrire les deux égalités : 

cos ma -f- V — 1 siii ma =r (cos a -\- y — i sin «)''*, 
cos ma — y — 1 sin ma -= ( cos a ~ y^ — i sin a ; . 
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Ajoutant et retranchant successivement, membre à mem- 
bre, il vient : 



_ (ces g -h y/— i sinrty"+ {cosa — y/— i sina)' 



sm ma = 



_ ( CCS « -h s/ — I sin flr)"* — (cos « — \/ — i sin a) 



31 



2 y/ — I 

Si Ton développe par la formule du binôme, on obtiendra, 
en supprimant les fermes qui se détruisent, les relations (i) 
et (2). 

Des formules (1) et (2) on tire 

mim—\){m — 2) 

m cos""' fl sm « — cos"'"' asxxi^ a-\- etc. 

sm ma i. 2. o 

cos ma .. m[m—\) . 

ces'" a 008*^' rt sm' a -f- etc. 

1. 2 

Divisant par cos'"a les deux termes de la fraction qui forme 

, , , T sin ma 

le second membre, et observant que = lanff ma. on 

^ cos ma ^ ' 

trouve 

m (m — i)(m — 2) 
m tang a — — 5 taifig=^« -f- etc. 

(3) tangwû= 1- '-— '- 

m[m — 1) 

I i iàuu} a -h etc . 

1.2 

Cette dernière formule détermine la tangente d'un multiple 
d'un arc eu fonction de la tangente de l'arc simple. 



>'H ^ tff^fti 



FORMULES QUI DONNEJNT COS"«, Sin'"a, EN FONCTION DES 
COSINUS ET SINUS DES DIVERS MULTIPLES DE l'ARC û. 

82. Pour obtenir les formules dont il s'agit, posons 
cos^-f-y — isma = u, cosa — y — i sin/i = r^; 
il eu résultera 



2 cos a = u-\- Vy 1 si — 1 sin az= a — v, 
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et, par suite, 

I, , mini — 1 ) 
(u + v)'^= «'"4- /WM*»"' V H ^ ^ u"'-^ p'-f- . , . 
I o 
m (m — I ) „ 
1 . 2 

U convient de distinguer ici deux cas. 

1°. Si m est pair, le développement aura un nombre im- 
pair de termes ; alors il y a un terme du milieu, qui est 



I . 2. 3 — 

2 



2 

Il V , 



et en rapprochant les termes extrêmes, et ceux qui en sont, 
deux à deux, également éloignés, il viendra : 

{u'" 4- 1^) -h miw («'"-'-h p^-^) 
m (m — i) , w , „ ,^ 

1.2 ^ 

I. 2. o — 

2 

Cela posé , les égalités 

ces a + sj — I sin fl = M , ces a — V^ — i sin û = t' , 
donnent, en désignant par p un exposant quelconque, 
uP =. cospa -f- v^— I sin pa, pP = cos pa — y/ — i sin;?^? ; 

d'où uP -\-{fP =• 2 cos pa. 
D'ailleurs , 

«»;=:(cos«-|-\/— isinrt)(cos« — v^— isinfl) = (cos'û-hsin'«) = 1; 

donc , uP {*P =. i. 
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En ayant égard à ces dernières remarques, Tégalité (2) 
devient : 

2'"cos'"âr = 2cosma -h 2m cos(m — 2.) a 

m [m — I ) ('/' — ^) • • • ( — ^~ * 
2//i [m — I ) / / x \ ^ 

H !i ■''cosf/w — \]a-\-...-\ 

1.2 m 

I. 2. 3 — 

2 

En divisant par 2 les deux membres de cette dernière 
égalité, on obtient 

ces ma -f- ni r,os (/// — 2) a 

m[m — i) 

i-j i icos (m — L)a -\-, , . 

'12 

(3) 2'»-'cos'"«=( , ,, , (m 

^ ' ^ m [m — \){m — 2) . . . ( hi 



2 » /w 

1 . 2 . o — 



2 

La relation (3) détermine cos'"fi, en fonction des cosinus 
des multiples ma, {m — 2) a, etc., de l'arc a, lorsque l'ex- 
posant m est pair. 

2°. Si l'exposant m est impair, le développement de 
(m -f- i^)"* aura un nombre pair de termes , et , en faisant 
correspondre les termes également distants des extrêmes ^ 
ou aura : 

u'" -\- mu'""^ u -i- m (m — i ) 



I . 2 

m -f- 3\ 



m{ni — i)(/w — 2)... ( 



m-+- 1 m— t 



la 2, J..... — — — 



2/2 a 



3'"C0S'"âf^(w+(')'"=< 



//2 (m — I ) 
I . 2 



m[m — i){m — 2)... ( 



m-hZ' 



m-h i m — I 



2 / a 2 

-I i L V H • 

o m — \ 
I . 2 . 3 
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"=^ „,(,„_.)(,«-.)...(^)'i^iip- 

^ ( a V (il -4- «') . 



1» ^« «J.«««* " 



2 

par conséquent , en ayant égard aux relations géné- 
fjp ^ i^p = 2 cos pa^ et iif" p'^ = I , on aura 

'cOS/72«-hWCOS(/W-2)ûH -COS(/?J -4)«+--- 

I . ^ 



' COS^rt ={ 



/w (m — i)(/w — 2)..7 '^-^ j 

AW — I 

!• 2. 0«««.> - 



cosr^. 



formule (4) donne cos"* a en fonction des cosinus des 
pies de l'arc a, lorsque l'exposant m est impair. 
Pour trouver les formules relatives à sin"'a, on em- 

la relation 2 s/ — 1 sin a=: u — p» (n° 82) . Il en résulte 

im(m — 1) 
u"'—ma"'-^ pH i -' /^'"-'p' — . .. 
I . 2 
. m[m — I ) ^ 
1.2 ^^ 

il faut encore distinguer deux cas, suivant que m est 
►mbre pair ou bien impair. 



ni 



Supposons que m soit pair. Alors (v/ — 1)'"=: ( — i)^ , 
is le développement, il y a un terme du milieu, qui 

m[m — \){m — 1) ( ^ _}- i ) ^ rt± 

_!-. \2 / 2 2 
It • — U V • 

!.. ? 3 — 

2 
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En rassemblaut, deux à deux, les termes égaleoiei 
lauis des extrêmes, on aura : 

/ (tt*" -h ('*) — muv (a"-"' — v^- 
mim — I ) 

1.2 ^ ^ 

."•(vA— rhsin'»^=( ,,(^_,).. /^'^.,\ rnm 



U'Ç 



m 

I. 2 — 

2 



Et, au moyen des relations 

llP -1- (>/» =r 2 COSpay uP çP =: 1, 

il viendra, en divisant par 2 tous les termes : 

cos ma — m cos {m — 2) a 

m (m 

1.2 V . . 2 



) 2,«-'(v/- .>sin''«= L ^iifîZli)cos(«-4) a-....±-^ 



I. 



Cette formule donne sin"* a en fonction des cosint 
multiples de l'arc a lorsque nt est un nombre pair. 
2°. Si l'exposant m est impair, 



m — I 



(s/-. )»• = (-.) ^ xs/-i. 

En rassemblant, deux à deux, les termes également di 
des extrêmes, on a : 

m (m — 



fil — I I î . 2 



) (v/-0(-.) ^ 2''sin"fl = j ,„(«_,)... /'^\ m^. 



U V 

m I ' 

1.2, 
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Mais, des relations 

u^ = cos pa + y/— i ûapa , v^ =■ cospa — y — i siii pa , 
on déduit 

u^ — if^ =: 2 ^ — I sin pa , et u^ i'^ = i. 

Au moyen de ces deux dernières égalités, la relation (6) 
devient, en divisant tous les termes par 2 v — ^î 

sintna — ni siuim — 2) « H sin [tn — i^)a — .. 

m- 1 y /m -+- 3 

j ' a" ' sin" « = \ ^ '^ \ 2 

-. sin a, 

f m — I ' 
I . 

La formule (7) détermine sin'"a en fonction des sinus 
des multiples de Tare «, lorsque l'exposant m est impair. 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS BINÔME ET TRINÔME. 

84. La formule de Moivre peut encore servir à résoudre 
les équations binômes y"" = zb A . 

Considérons, en premier lieu, Téquation y"' = A, dans 
laquelle A représente un nombre réel et positif. Soit a U 



m 



détermination arithmétique de v/ A 5 en posant y =: ax y 
1 équation j'" = A devient 

«'«07'"=. A = a»", (1*011 x^=i \. 

Si a H- ê v^ — I représente une racine de x'" = i , on a 

nécessairement a* -h 6' = i. En effet, si a H- 6 y/ — i est 

une racine imaginaire , a — 6 si — i sera aussi racine de 
l'équation x"' = i ^ on aura donc 
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iîl, eu multi{)liant uKîinbre à membre ces deux égalités, il 
eu résultera (a'-f- 6*)'" = i. Mais a* -h ê* est une quantité 
réelle et positive \ donc a' -h o' = i . 

Lorsque la racine considérée est réelle, on a = 0, 
a = =b 1 5 il en résulte encore a* -|- ê' = i . 

Puisque a* -j- 6^ = i , les nombres a , Ê , peuvent être 
considérés comme le cosinus et le sinus d'un même arc; 
nous poserons donc 

X = ces rf -h V — ï sin (p , 

et il reste à trouver les valeurs de l'arc y. 
La formule de Moîvre donne 

j?™ = cos /w <p -h V — ï siï^ '" ? 9 
et, par suite, on a 



cos m (p + y/ — 1 sin /w y = i . 

Les valeurs de (p, déterminées par cette dernière égalité, 
donneront des racines de l'équation proposée a:'" = r . 

L'égalité cos my-h s/ — i sinmy= i exige évidemment 
que sin w(p = o, et cos mcf = i. La première condition , 
sin m y == o, est satisfaite, en prenant pour m(f un multiple 
quelconque de la demi-circonférence 5 mais la seconde , 
cos AW(p = I , montre que l'arc m (f doit être un multiple pair 
de la demi-circonférence. Nous ferons donc 



et, par suite. 



W © = 2 R TT , d OU Q» = 5 



2K7r / . 2K7r 

X = cos h V — ï sm 



1/équation x'" = i a m racines inégales; nous allons 
faire voir qu'elles sont données par la formul(^ 



2K77 ; . 2R7T 

f rr: cos h V — ^ S*" 



m ^ m 
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'j.IHt: 9ïKr 

Dans rexprcssion cos - — - -\- \ — i sin - — "-•, K ropré- 
* m m ' 

sente un nombre entier quelconque, positif ou négatif'*, 

mais , pour obtenir toutes les valeurs dillérentes dr 

cos h V — I sin ) il suffit de donner à ce nombre 

//i m 

tles m valeurs entières consécutives o, i , 2 , . . . , (m — i) . En 

[effet, en substituant ces valeurs o, i,.--? ('^^ — i) dans 

i î on obtienl m arcs o, — 5 -^— ^ de, en proeression 

^ m mm r o 

arithmétique dont la raison, — 9 est la m'^""' partie de la 

circonférence : par conséquent, si Ton substituait à K les 
nombres entiers suivants m, //i 4- i, m H- 2 , etc., les arcs 
que Ton trouverait ne différeraient des précédents que d'un 
l multiple exact de la circonférence ^ et il en serait encore de 
même pour la substitution des nombres négatifs — i , — 2 , 
— 3, etc. Il suffira donc, pour obtenir toutes les valeurs 

différentes de cos h S^ — i sin ? de remplacer K 

m w ^ 

par o, I, 2,..., {m — 1). 

Déplus, les m valeurs ainsi obtenues sont dilïeren tes les 

unes des autres. Car, la plus grande des valeurs attribuées 

au nombre K étant moindre que m, les arcs donnés par 

l'expression sont tous moindres qu'une circonférence, 

et d'ailleurs inégaux ^ il est donc impossible que deux de 

. ces arcs aient à la fois même sinus et même cosinus. Par 

conséquent, en remplaçant K par o, i, 2,..., (m — 1), 

^égalité X = cos H- v — i sin donnera toutes les 

m m 

racines de l'équation x'" = i . 

Au reste, il n'est pas indispensable de faire toutes les 

substitutions que -nous venons d'indiquei , pour obtenir 
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toutes les racines de l'équation x'" = i . En elïet , soit K' un 
(les nombres entiers plus petits que m 5 les substitutions des 
nombres K' et m — K' donneront : 



2K'7r /-- . 2K'7r 

X = ces h V — ï sin > 

/// m 



et 



2(///--K')7r , . 2(w — R'JTf 

a: =r COS — ^^ h V — > Sin — ^ -'* 

m m 

Or cette dernière égalité revient à 

— 2R'7r , . —sK'tt 



X = COS 



4- V — I sin 



m w 



'iYJt , . 2K'r 

= COS V 7" ' sin 



m w 



Ainsi les substitutions des deux nombres K', m — K', 
dont la somme est égale à m, donnent pour x des valeurs 
qui diffèrent seulement par le signe du terme imaginaire; 
il en résulte qu'en prenant la formule 

(•OS9. Ktt , / . 2K7r 

X = ± y/ — I sin 5 

m m 

m 

il suffira , pour obtenir toutes les valeurs différentes de x^ 
de donner au nombre K les valeurs o, i , 2 , . . . , jusqu'au 

plus grand nombre entier qui ne surpasse pas — -• 

Si l'exposant m est pair, on remplacera le nombre K par 

o, 1, 2,...,— • La substitution R = o donne :r = 1 5 pour 



K = — 9 on trouve ,r = — i . On obtient ainsi les deux 1 

racines réelles de l'équation r'" = i. Les valeurs inter- 
médiaires 1,2, etc., donnent les racines imaginaires con- 
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juguees : 



X = cos — nz V — ' sin — 9 
m m 

4^_L. / — • 4"^ 

jo = cos ^2— ± V — I sm -î— 9 
m m 



Lorsque m est impair, on remplace Kparo5i,2,..., 
usqu'à •• Pour K = o, on aura x = i ; les autres 

substitutions K = i , = 2 , ... = ? détermineront les 

2 

racines imaginaires 

jc = cos — dbv — ï sm — , 
m m 

4^-j_ I — • 4^^ 

X = cos -^— d= V — » sm — î 
m m 



X = !i ^— ± V — I sm ^ ■ — 

m m 

On trouve ainsi une racine réelle x^i, et [ni — i) 
racines imaginaires, deux à deux, conjuguées-, ce qui doit 
être en effet, puisque le degré de T équation x'" = i est 
impair. 

85. Considérons maintenant l'équation binôme j^'"= — A , 
dans laquelle A représente une quantité réelle. Soit a la 



m 



valeur arithmétique de yA, et j = ax-^ on aura 

a'^x^ = — A = — a'", d'où x^ = — i . 
Posons 

X =r cos <p -\- y — I sin cp , 
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il en résultera 

x"" = cos m ç H- y — i sin m «p ; 
d'où 

cos m (p + y — I sin /w <p =r — i . 

Les valeurs de Tare (p devant satisfaire à cette dernière 
relation , il faut qu'on ait 

sin m <p —•: G , cos w y = — i . 

Par conséquent, l'arc wo doit être un multiple impair 
de la demi-circonférence. En désignant ce multiple par 

( 2 K -h i) TT , il viendra 

(2K-hl)7r 
m 



et, par suite , 

(,\ x= COS ^^ ^- h y 



(2K-+-l)7r / . (2K+l)7r 

^ ^ ' '' I sin i . 



m m 



On démontrera , comme précédemment (n" 84) , que pour 
obtenir toutes les valeurs différentes de x déterminées par 
la relation (i), il sufiit de remplacer K par les m valeurs 
o, I , '2 V • • ) ("' — 5 P^ï'^G q^^6 ^^^ ^rcs compris dans l'ex- 

(2K +l)7r p . . , , . 

pression tormeiil une progression arithmétique 



m 
m 



dont la raison, — ^5 est la m'^'"' partie de la circonférence. 

De plus, les m valeurs de x correspondantes aux nombres 
substitués o, 1 , 2 V • • 9 {p^ — *)? sont différentes ; car la plus 
grande des valeurs attribuées à K étant moindre que m, 

tous les arcs donnés par — sont moindres qu une 

circonférence, et d'ailleurs ils sont inégaux. Deux de ces 
arcs ne peuvent donc avoir à la fois le même sinus et le ^ 
même cosinus; et, par conséquent, les m valeurs de x sont 
nécessairement différentes les unes des autres. 



FORMULE DE MOIVRE, KT SES APPLICATIONS. l6l 

D'où il suit que la formule (i) donnera toutes les racines 
de Téqualion x"* == — i , eh remplaçant successivement K 
par o, 1,2,..., (m — i). 

On peut encore observer que, pour obtenir toutes les 
racines de l'équation x'" = — i , il n'est pas indispensable 
d'attribuer à K les m valeurs o, i, 2,..., (w — i). Car, 
soit K' un nombre entier plus petit qne m 5 si l'on rein- 
place successivement K par K' et [m — (K' -f 1)] dans la- 
formule (1), il viendra : 



(2K'4-i)7r / . (2R'-|-i)7r 

— £*t\o 1 L I kl t o.\r\ 1 1 

et' 



X = ces ^ '■ — '■ h J — I sm 

m m 



(2^^~_i--^J^ / . (2/7>-l-2K^) 7r 

Celte dernière valeur se réduisant à 

(2K'-M)7r / . (2K'4-l)7r 

X = COS - — ; V — ' sm ■ — ? 

m m 

on voit que les substitutions de deux nombres K' et 
m — K' — I , dont 'la somme est m — i , donnent pour x 
deux valeurs qui diffèrent seulement par le signe du terme 

I . ('2K -h l) Tf 

imaginaire y — ï sm^^ — • 

Par conséquent , la formule 

(2K4-l)7r . / . (2K-f-i)^ 

X ■=. cos ^ — ± V — I sin -^ — 

m m 

déterminera toutes les racines de l'équation af z=. — i , en 
donnant à K toutes les valeurs entières o, i,..., jusqu'au 

plus grand nombre entier qui ne surpasse pas 

Si l'exposant m'est pair, on remplacera donc successive- 

ment le nombre indéterminé K par o, i, 2,..., •. 

3^^ éd. ï i 



162 TRieONOMiTRlE SPHiRIQUK. 

ce qui donnera les m racines imaginaii^s 

X = cos — zt V — I sm —9 
m m 

ZtZ _. I . 3 TT 

— rt V — ï sin — 
m m 



x=z cos — ± y — I sin — » 



(w — i)7r I . (/w — i)7r 

X = cos ^^ '—- ± V — 1 sin ^ — • 

m m 

Si m est un nombre impair, les valeurs qu'il faut substi- 
tuer sont o, 1 , 2 ,. . ., • Et il en résulte 



^ -L. I • ^ 

X = cos — ni V — 1 sin — 7 
a» = cos — ± V — I sm — 9 



X =1 — I. 



On obtient ainsi [m — i ) racines imaginaires , et une 
racine réelle qui est — i . C'est effectivement ce que Ton 
doit trouver, puisque le degré de l'équation x"* =. — i est 
impair. 

86. E reste encore à considérer les équations binômes 
y"* = A , dans lesquelles le terme A est une expression 

imaginaire de la forme a±b y — i . 
Soit 

On pourra déterminer une quantité réelle^ p , et un angle a, 
qui satisfassent à Tégalité 

a-^- b V — ï = p (cos « -h si — I sin a ) ; 
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car cette égalité donne 

p COS aL-=. a^ p sin a = ^ , 
d'où 



p=VûM^, COS g = . sina== 



h 



La quantité p et l'angle a seront ainsi déterminés, et 
l'équation (i) proposée deviendra 

(2) j'"^p(cosa-h s/—ï sina). 



m 



En nommant r la valeur arithmétique de y/p, on aura 
p = r™; et si , dans l'équation (2) , on remplace j* par rjr , 
il viendra : 

r'"ar™=p(cosa4- y/ — i sina) =:r"(cosa4- \/--i sina)) 
d'où 
(3) JF" = COS a 4- v/ — isina. 

Maintenant, posons 

X = COS f -h V — I sin t 

dans l'équation (3) 5 il en résultera 

COS mt -f- \/ — I sin mt = cos a + ^ — i sin a . 
Cette dernière équation donne 

COS mt=: COS a, sin mt= sin a ; 

par conséquent , la différence des arcs mt^a^ doit être égale 
à un nombre entier de circonférences, c'est-à-dire qu'on 
doit avoir ^ 

a -f-2Kff 



/îir = a-l- 2K7r, d*où r = 



m 



K représentant un nombre entier quelconque, positif ou 
négatif, et qui peut être égal à zéro. 



Il 
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En reportant ces valeurs de t dans la relation 



X = ces t -h ^ — I sin t , 
on a 



, , . a 4- 2 K TT , . a H- 2 K TT 

(4) X = ces hy — ' ^'^ 



m m 



Pour obtenir toutes les valeurs difliérentes de x, déter- 
minées par la relation (4)9 il suffira de remplacer K par 
les m valeurs o , i , a , . . . , (/w — i) 5 car les arcs que donne 

au moyen de ces substitutions , la formule forment 

une progA?ssion arithmétique dont la raison , — , est la 

jj^iime partie (Je la circonférence. 11 en faut conclure que si 
Ton remplaçait K par les nombres entiers m, m -f- 1, etc., 
supérieurs à [m — 1), ou bien par les nombres négatifs 
— I, — 2, — 3,..., on trouverait , pour l'inconnue x , les 
valeurs déjà obtenues, en substituant o, i, 2, . . ., (m — 1). 
De plus, les m valeurs de x ^ correspondantes aux nom- 
bres o, I, 2,..., [m — i), substitués à K , sont toutes dif- 
férentes les unes des autres. En effet, les substitutions dont 

il s agit donnent les arcs —9 ? • • • , i i— ; 

fn m m 

or la plus grande différence qui existe entre deux de ces 

7. [m — iItt • . , . j , . ^^ 

arcs est — ^ ^—9 quantité moindre qu une circonfé- 
rence 2 TT : il est donc impossible que deux de-ces arcs aient, 
à la fois, le même sinus et le même cosinus^ et, par con- 
séquent, les m valeurs obtenues pour x sont toutes diffé- 
rentes les unes des autres. 

Il s'ensuit que la formule (4) déterminera toutes les racines 
de Téquation (3), en remplaçant Rpar o, i,..., [ni — i). 

87. Si l'équation proposée est 
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on aura , eu posaul a — b \f^i= p{cosa — /^ sin a) , 

p cos a =r a , p sin a = ^ , p = y a' + b* , 

a b 

cos a = • t sm a = 



et l'aquation deviendra 

j* = p ( cos a — ^ — I sin a ) . 

m 

En désignant par r la valeur arithmétique de s/p, et 
remplaçant y par rx , on aura 

(5) :c^=:cosa — \/ — I sin a . 

Si Ton substitue à x l'expression cos t — v — i sin f , l'é- 
quation (5) prendra la forme 

cos mt — \/ — I sin/w?=cosa — V' — ' ^in a; 
d'où l'on conclura 

a-h 2K7r 

tz=: 9 

m 

et, par suite, 

fr:s a-haKTT' . a-haKTT 

{oj a: = cos — V — i sin • 

m ^ m 

Et l'on démontrera, comme précédemment, qu'en rem- 
plaçant, dans la formule (6), le nombre entier K par 
o, 1 , 2 , . . . , ( w — I ) , on obtient toutes les racines de l'é- 
quation 

af = cos a — y-— I sin a. 
88. Au reste, l'équation 

jc^ z=z cos a — ^ — 1 sin a 
se ramène facilement à la forme 



j:'" = cos a-h V — ^ sin a. 
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Car, si Ton pose a: = -7 il viendra 

— = cos a — J — I sin a ; 
d'où 



^m -— 



COS a — ^ — I sin a 

Multipliant par cos a -f- y/ — i sin a les deux termes de la 
fraction , on trouve 

cos a -f- s/ — I sin a 
Or, 



-1 aiu a / • . 

z" = — - — : = cos a -h V — i sm a. 

cos'a-hsin'a 



a-f-2K7r / . a-H2.K7r, ^^. 

z = cos h V — ' sin : ( n° 86 ) ; 

/w m ^ ^ 

donc 

I 



X = 



a-f-aKTT / . a-f-aKTT 

cos -h V — I sin 

m m 

a -f- 2 R TT / . a -h 2 K TT 

= cos — V — I sm • 

m m 

89. La formule 

,^, a + aKjr / . a4-2K7r 

(0) or = cos • — V — I sin 

^ m m 

peut être transformée en la suivante : 

2K7r — a y . 2R7r — a 

a: = cos f- if — I sin ; 

m m 

car régalitc ( 6 ) revient à 



— a — 2K7r / . — a — 2K7r 



X = cos h V — i sin 



TT i . 

--hy— i SI 



m m 



El, comme le coefficient K représente un nombre entier 
quelconque, positif ou négatif, on peut remplacer K par 
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— K, ce qui doune 

nKn — a 1 . nKiz — a 

.r = cos h V — I sm • 

m m 

90. La résolution de réquation trinôme j:'** 4- px"* 4-^ = 
ne peut actuellement présenter aucune difficulté ^ car cette 
équation se ramène immédiatement à des équations binômes 
dans lesquelles les seconds membres sont des quantités 
réelles ou des expressions imaginaires de la forme 

adbb >J — I . 

En ellet , posons x"* = j^ ; Uéqualion x'™ H- px"' -f- r/ = o 
se réduira à Téquation du second degré j^* = pj^ -f- ^ -f- o , 
dont les deux racines a , 6 , sont des quantités réelles ou 
des expressions imaginaires de la forme 

a±b si — I • 

En remplaçant successivement^ par a et 6 dans x"* =J^, 
on aura les deux équations binômes 

dont la résolution fera connaître les im racines de l'équa- 
lion'trinôme proposée. 

THÉORÈMES DE CÔTES ET DE MOI V RE. 

91 . La décomposition des équations binômes x"' — i =0, 
X'" -h I == o , en facteurs réels du second et du premier de- 
gré, conduit au théorème Aq Côtes, Voici l'énoncé de ce 
théorème : 

Soit une circonférence quelconque, divisée en un nombre 
pair 9 nm^ de parties égales aux points désignés par o ^ 
i,2,...,(2m — i), (fig. 37)*, si de tous les points de dis^ision 
0,1,2,..., ( 2 m — 1 ) , o« mène des droites à un point 
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quelconque B situé sur la direction du rayon Co , qui passe 
par le point de la circonférence marqué o , je dis que : 

I *^. Le produit des m droites Bo > Bj , . . . , Bj^_, , menées 
par les points de dis^ision d'ordre pair, o, 2,..., [2 m — 2), 
sera égal à la différence des puissances m'*'"*'' du rayon du 
cercle y Co , et de la distance , CB, du centre C au point B^ 
pris arbitrairement sur la direction du rayon Co . 

2°. Le produit des m droites Bi , Bs, . . ., Bj;„_,, correspon- 
dantes aux points de division d'ordre impair, i, 3..... 
(2m — 1 ) , sera égal à la somme des puissances ni^^"^'" du 
rayon , Co , et de la distance CB. 

Ainsi , en prenant pour unité le rayon du cercle consi- 
déré, si Ton nommer: la distance CB, et j*©, ^Xi^jK*» ••• î 
.îtm-t 5 Ji,„-i 1 les droites Bq , Bj , Bj , B,^., , Bj,,,., , on aura 
les deux égalités 

( I ) Xo y^' ' • J^'am— 4 'yim—i ^^^ «^ — I » 

(2j J^i ^3* • • JTj/n— 3 '^am— I = ^ "4" 1 • 

C'est ce que nous allons démontrer. 

Pour plus de précision , je distingue deux cas : le nombre 
m peut elre pair , ou bien impair. 

Si m est pair, la distance y,^ est un des facteurs du pre^ 
mier membre de l'équation (i). Or, 

jm = B;„ = BC -4- C„ — .r H- I ; 
d'ailleurs , 

j> = BC — Co = .a: — I : 
donc 

y a y m ^^^^ «^ ' • 

Et Ton voit déjà que le produit^© /m est le facteur du jsct 
cond degré x^ — i de^r"* — i correspondant aux» deux ra- 
cines réelles H- i , — i , de Téquation binôme x'"" — i = o, 
De plus, il est évident que les droites j^o^ y^m^^-i sont 
égales entre elles, et qu'il en est de même des droites /4, 
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r««^*i de J«, rfm-«, etc. De sorte que >,>,^_,= >;; 

r*J«in-4=J^Î, etc. 

Remarquons maintenant que , dans le triangle CB a ^ les 
trois côtés CB , C 2 , B 2 , ont pour valeurs or , i , jt^ et Tangle 

2 TT 

opposé au côté y^ est égal à — ^: on a donc, d'après un 



principe connu, 



v! = j;' -h I — 2 JT ces ' 

* ' m 



Mais 



y\= r» J'ii«-2 > ^'f x^ ■+- 1 — 2 .r CCS — 



est le produit des facteurs simples 



9 77 y . 2 7r\ / lit . . 2 n\ 

X — CCS V — ' sm — 9 .r — ces h \ — i sm — U 

m m I \ m m I 

correspondants aux deux racines imaginaires conjuguées 



2 7t _, 27r 

jc = cos — ±^_, sin— » 



de Téquation af"^ — i =0 (pages i58 et iSp). 

Par conséquent, j 2 j^8„,«s représente le facteur réel du 
second degré de j:'" — 1=0, déterminé par les racines 
imaginaires que l'on trouve en remplaçant, dans la for- 
mule 

^ ^ CCS — ± v/'^^i sin ^-^ (pages »58 et 169), 



m 'w 



le nombre K par Tunité. 

On démontre de même que J4 r2,„«-* est le facteur réel du 
second degré, correspondant aux racines imaginaires obte- 
nues en remplaçant, dans la même formule, K par 2, et 
ainsi de suite. Donc 

Quant à la relation (2)^ , j ., . . } 2,„>^3 } 2m-i =^^"' 4- 1 , «n 



1 

i 
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supposant toujours que m soit pair, les facteurs du prei 
membre sont , deux à deux , égaux entre eux ^ car on a ël|~ 
demment 

Il s'ensuit 

Mais le triangle CB i donne 

r, =a:'-f-i — ix cos — 

m 

:= \x — ces — si — I sin — ) \x — ces — + si — i sin — | ; 
\ m m) \ m mj 

c'est-à-dire que y\ ou y\ytm~~i représente le facteur 
du second degré de x"* -f- i = o , correspondant aux de 

racines imaginaires conjuguées x = cos — dz yj — i sin — j 
obtenues en remplaçant, dans la formule générale 

jo = ces ± y/_ , sin ' ^ ( page i6o), 

le nombre R par o . 

De même, le produit j3ja,„_8 correspond au facteur réel 
du second degré , déterminé par les deux racines imagi- 
naires que donne l'hypothèse R = i, et ainsi de suite. Qa 
a donc 

{2) r^ Xi" •r2/n-3jj«-i = -c'"-f-i. 

Lorsque m est impair, le nombre des facteurs du produit 
Jay^ . . . Jtm^t est aussi un nombre impair. Le premier fac- 
teur y^z=.x — I correspond à la seule racine réelle a: = i 
de x'"" — 1=0. D'ailleurs , on a toujours 

2 - , 27r 
XiXim-2 = jr, = ^- + I — 2 COS > 

m 

X^X^m-k = JKJ = .i'^ -|- 1 — 2 COS — • 

m 
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Et les seGonds membres de ces égalités sont encore les fac- 
teurs réels du second d^ré dex* — i == o, correspondants 
aux racines imaginaires^ deux à deux conjuguées , de cette 
équation \ il en faut conclure comme précédemment, 

(i) r» r» >'4 • • r»-» .r»— ^ = x" — I . 

Le nombre m étant impair^ ^„ ou (x -I- i) est facteur du 
premier membre de Tégalité 

ce facteur x -h i du premier degré est donné par la seule 
racine réelle x = — i , de j:'" -f- i == o ; les autres facteurs 
/lîj'sv^/cim-sjîjcim-i), sont, dcux à deux, égaux entre 
eux, et les produits j^i}^,;„_i,j'sj',„_8,... de ces facteurs 
^aux représentent, comme on Ta déjà vu, les facteurs 
réels du second degré, de a:"* -f- i = o, déterminés par les 
racines imaginaires conjuguées de a:*" -h i = o^ on a donc 
encore 

92. Dans la démonstration précédente, on a supposé que 
le point B (/îg'. 87) est extérieur au cercle dont le rayon 
€0=1, alors Jf* — I est une quantité positive. 

Si le point B était intérieur au cercle, la relation (i) de- 
viendrait 

Lorsque le point B est sur la circonférence considérée, 
Tégalité (3) est évidente, puisqu'on a, à la fois, yo = o, 
et 1 — a:"* = o . 

La relation (3) se véritie encore immédiatement quand 
le point B est au centre du cercle 5 car, dans ce cas , a: = o, 
et chacune de^s droitesj'o^J^ivj Xim-î? est égale à Tunité. 

93. Le théorème de Côtes est un cas p»arlicnli('r (h* la 
proposition suivante qui est Hue à Moi\*ve : 
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Considérez une circonférence quelconque div^isée en un 
nombre pair, i m , de parties égales , aux points o, i . 2 , . . . , 
(2 /// — i) ( fig. 38 ) 5 et d'un point quelconque B pris sur le 
plan du cercle y menez des droites B^^ Bi, Bj,..., Bt,„_i, à 
tous ces points de division, et une droite BC, au centre du 
cercle. Cette dernière droite prolongée, sU'l est nécessaire , 
du côté du point marqué o, coupera la circonférence en un 
point D. 

Puis ^nommez oc un arc égal à Tare D©, multiplié par 
m;x la distance BC, du point B au centre C ; et y^^y^^ 
.Xsvî 7î«-i 5 les droites Bq^ Bi,Bj,..., Bj„»i, menéesdti 
point B aux différents points de div^ision de la circonfé- 
rence donnée, dont le rayon est pris pour unité : je dis que 
les quantités a, j:,yoî^i9 yivo^tm^i? seront liées entre ,\ 
elles par les deux relations 

('') (/• 73 . . Jam-i )' = J:"" -h 2 X»» COS a -h I . 

En efïet, si Ton désigne par R un nombre entier quel- 
conque, les racines des équations trinômes 

j:"" — ax"" ces a -f- i = o , x-'" -h 2x" ces a -f- i = o , . 

seront données par les formules 

,^s 2K7r4-a_, I . aKTT-l-a 

(5) .r = ces ±sJ — 1 Sin ? 

m m 

... (2K -h Ott-H a_, / . (2K-h IJTT -ha 

( 4 ) .r = CCS ^ ± V — ï SI" ^ ' 

dans lesquelles on remplace successivement K par o , i , 
2,..., [m—i) {n«90). 

Les diviseurs réels du second degré de-la première équa- 
tion a:'"* — IX'" cos «4-1 =0 , correspondants aux racines 
imaginaires conjuguées, et déterminées par les substitutions 
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de u. i,....iii — I. à K. dans la t'oruiult' t .Vt. sont 



jr — 2x cos r- I . 

m 

i 

[ , 2:r -f-a 

X- — 2XCOS K I , 

m 



( ai» — 2 îT -f-» 

— 2XCOS^^ ■ h I . 

m 



Mais on reconnaît facilemenu au moven des Iriau^'Ios 
CBo, CB2,..., CB (2/w — 2) * que ces diviseurs du stHx>nd 
degré représentent les carrés des distances Bo, B^v ••» '^sw.t^ 
ouyj, j^^,..., y *^., 5 et, par conséquent, on a 

I (0 (j^.j,. .. v,^î)'= J^ — 2x*c<)Sa -f- i. 

1 On démontre de même régalité 

En supposant 0^ = 0, dans ces dernières égaillés ^ on 
obtient les relations (1) et (2) du n'* 91 ; on voit donc que le 
théorème de Côtes se déduit de celui de Aloivn'. 
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NOTE I. 

Sur cette proposition : Le cosinus d'un arc quelconque 
est représenté en grandeur et en signe par la distance:, 
du centre de la circonférence au pied du sinus é^ 
cet arc. 



Pour indiquer avec précision quel est le sens de la propo— 
sîtiou énoncée, il convient d'e3cposer ici les conventioiis 
qui servent à déterminer les signes des sinus des arcs. 

Les arcs se déterminent en portant leurs valeurs , à partie , 
d'un point fixe A (fig' Sp) , sur la circonférence à laquelle 
ils doivent appartenir. Lorsque ces valeurs sont positives 9 
on les porte dans une direction convenue ABA'B' j si elles 
sont négatives, on les prend dans la direction contraire 
AB'A'B. 

Le sinus d'un arc A M a le signe plus ou le signe moins, 
suivant que la perpendiculaire MP, qui représente ce sinusy 
est située au-dessus ou bien au-dessous du diamètre ACA'- 
D'après cela, et conformément à la définition ducosinus, 
pour trouver la grandeur et le signe du cosinus d'un arc 
AM = a , il faudrait prendre , à partir du point A , un arc 
AM' = 90° — a , dans le sens indiqué par le signe de l'arc 
90° — a, et abaisser la perpendiculaire M' P' sur ACA'. 
Mais , si l'on convient de donner le signe plus ou le sign6 
moins k la distance CP du centre au pied du sinus MP^ 
suivant que cette distance sera située sur le rayon CA, oU 
sur son prolongement CA', la droite CP aura la mèm^ 
grandeur et le même signe que M' P' : c'est précisément c^ 
qu'il faut prouver. 
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Dansiadémonstraliondel'égalité CP=M'P'= sin (go^-a), 
on peut supposer Tare a positif 5 car si cet arc est négatif, 
en changeant son signe, la distance CP reste invariable, et 
l'arc 90° — a , en devenant 90° -f- « , aura un sinus égal à 
celui de 90" — a , comme il est facile de s'en assurer. 

On peut encore supposer que l'arc considéré a est 
moindre qu'une demi-circonférence 5 car si Tare a est plus 
grand que 180**, en retranchant de cet arc toutes les demi- 
circonférences qu'il contient, la distance CP et le sinus de 
90** — a) resteront les mêmes , ou changeront l'un et 
l'autre de signe, en conservant les mêmes valeurs. 

Il reste à démontrer la proposition pour un arc a positif 
et moindre que 180°. 

Si Farc a est plus grand que 90°, en prenant son supplé- 
ment, la distance CP change seulement de signe, et il 
en est de même de *sin (90° — a)-^ car, en remplaçant a par 
180° — «, l'arc (90*^ — a) devient — (90^ — a). 

Tout se réduit donc à vérifier l'égalité CP= M' P' pour 
l'arc AM positif et moindre que 90*^. 

Or les triangles rectangles CMP, CM'P', sont évidem- 
ment égaux, puisqu'on a CM = CM'etrangleCMP= M'CP'-, 
donc CP = M' P', et la proposition est démontrée. 
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NOTE IL 

Sur les degrés des équations qui déterminent les diffé- 
rentes valeurs desin — j oude cos—^ lorsqu'on donne 

m m ' 

sin a, ou cos a : le nombre m étant un nombre entier 
quelconque. 



i . Soient 



a 



sin a = b, et sin — = jc. 



En nommant .a le plus petit arc positif, dont le sinus est 
égal à 2» , les valeurs de x seront déterminées par les deut 
formules : 

(.) ,=.s,n(^— ^^ 

(2) ^=:sinp -^ J* 

Pour trouver toutes les valeurs différentes de rinconnùe 
X 5 il suffira de remplacer successivement A , dans chacune 
de ces deux formules , par ni nombres-entiers consécutifs , 
mais d'ailleurs quelconques. 

En effet, l'expression donnera, au moyen de ces 

m substitutions, m arcs en progression arithmétique dont 

la raison , -— ? sera la m'*'"'' partie de la circonférence. D'où 

m '^ 

il suit que si l'on continue à remplacer h par des nombres en- 
tiers immédiatement supérieurs au plus grand des m nom- 
bres déjà substitués , les arcs qu'on trouvera différant des m 
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premiers d'un nombre entier de circonférences feraient 
prendre k oc. les valeurs déjà obtenues. Et c'est ce qui 
arrivera encore, si Ton remplace A par les nombres, entiers 
consécutifs, inférieurs au plus petit des m nombres primi- 
tivement substitués. 

La même observation s'applique évidemment à la seconde 
formule 

. ( 2 /• 4- I ) îT — a 

X == sm ' 

m 

Actuellement, je dislingue deux cas : le nombre m peut 
être impair ou pair. 

i^. Si m est impair, la formule (2) donnera pour x les 
mêmes valeurs que la formule (i). 

En effet , remplacez k par ( k' J dans ( 2 ) , il en 

résulte 

. (m — 2X-')7r — a . 2 A' n -j- en 

X = sm ^ =r sm 

m m 

On voit que la seconde formule rentre dans la première; 
et , par conséquent , l'équation algébrique qui donne toutes 
les valeurs de Tinconnue x doit être du degré m , lorsque le 
nombre m est impair. 

2°. Si m est un nombre pair, les m valeurs déterminées 
par la formule (i) sont, deux à deux, égales et de signes 

contraires. Car, en remplaçant k dans l'expression - 



m 
m 
2 



par deux nombres entiers dont la différence soit — , il en ré- 
sulte deux arcs qui diffèrent entre eux d'une demi-circonfé- 
rence. La même remarque est applicable à la formule (2); 
mais les valeurs données par ces deux formules sont, gêné" 
ralementj différentes les unes des autres. 

Pour le faire voir, nommons /r'. A", deux des m no 
3* ('(i. 
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de la suite 



/// 



o , 1 , 2 , . . . , —,..., [m — 2 ) , [rn — i ) 



Si l'on a 



sin = sin 9 

m m 



, 1 k t: -^ OL (i k" -\- \) T — a,.^ ,, 

la somme des arcs -> ^ — ? doit être égale 

m m . 

à un nombre impair de demi-circonférences •, ou bien, la dif- 
férence de ces arcs est un nombre entier de circonférences. 
Or la première condition ne peut être remplie, caria 

somme ^ — des deux arcs n est pas un nom- 

m 

bre entier de demi-circonférences, puisque le nombre m est 

pair. 

ri 1 A'LX' (2X'*— 2 A-" — i)7r+ 2a 

Pour que la dittei enco puisse être 

un multiple quelconque de la demi -circonférence , il est 
d'abord nécessaire que i a soit un multiple impair de tt ; et 
comme l'arc a ne surpasse jamais 270^, on devra avoir 

2a=r7r, OU 2a=37r, 

ce qui exige que le sinus donné , b , soi t égal à -f- i , ou bien 
à — I . Dans toute autre hypothèse , les valeurs de x , dé- 
terminées par les formules (i) et (2) , sont nécessairement 
différentes les unes des autres. 

D'après cela, on voit que si , en traitant la question d'une 
manière générale, on n'attribue au sinus donné, J, aucune 

valeur numérique particulière , l'inconnue x , ou sin —, de- 
vra admettre 2 m valeurs deux à deux égales et de signes 
contraires^ et, par conséquent, on parviendra, lorsque m 
est pair, à une équation algébrique , entre j; et é , du degré 
2 m, et dont les termes ne contiendront l'inconnue x qu'à 
des puissances paires. 
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Dans le cas particulier où é = i , on a 2 a = tt *, d'où 
TT — a = ot'^ et la formule ( 2) , devenant 

. 2 X-TT -4- a 
.r = sin ? 

donne , pour l'inconnue x , les mêmes valeurs que la for- 
mule (1). 

Alors, le premier membre de l'équation algébrique du 
degré 2 m est un carré. 11 en sera de même sib = — i . Car 
il en résulte 2a = 37r, ou a = ii: — a^eten remplaçant 
a par 37: — a, et A par /r+ i, dans (2) , il vient 

. (7.A-h3)it — 37r-f-a . *>. kn ~\- a. 

X -= sm = sin 

m m 

Supposons , par exemple , que /// = 4 ? on trouvera l'é- 
quation 

64 «îP* — 128 a?'' H 80 .r* — 16 j:'H- ^'= G. 

Si i = =t I, cette équation devient 

64^' — i28.r* -H 80a:* — i6x' -1-1=0, 
ou 

{'6x' — %x''-\- i)' = o. 

2. L'équation qui détermine cos -, lorsque cos a est 

donné , est dans tous les cas du degré m. 
En effet , si l'on pose 

cos a -=: b , et cos — = a: , 

m ^ 

on aura , en nommant a le plus petit arc positif dont le 
cosinus est égal à & , 

2 ktt -ha 2 ^TT — a 

j: = cos 5 et j: = cos ^• 

m m 

Pour obtenir toutes les valeurs différentes de a:, il suffira 

12. 
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de remplacer successi veinent A dans chacune de ces formules 
par m nombres entiers consécutifs quelconques , positifs 
ou négatifs. Or, en substituant — k à -h A , la relation 

2 kK — a j 

X = cos devient 

m 

— 2/77 — a 2/7r-f-a. 

a: = cos = <'os • 

m m 

Ainsi , les équations 

2 /'TT -+- a "2 X'TT — a 

X •=. cos 9 X =. cos 5 

/// rn 

admettent les mêmes solutions, et, par conséquent, on 
trouvera seulement pour x, w valeurs différentes. L'équa- 
tion algébrique entre x el b sera donc du degré w, quel 
que soit le nombre entier que m représente. 



NOTE III. 

Sur la construction des Tables de sinus naturels , principa- 
lement en ce qui a rapport au degré d'approximation 
des calculs; 

PAR M. A.-a.-H. VINCENT^ 

Professeur an lycée Saint-Louis. 



Partons de la formule 



sin rt = 3 sin ^ fl — 4 sin^ -^ a, 
qui donne , eu substituant dans le dernier terme, ^ ^ au lieu 



a 



de sin -» 



sm r/ > D sin - « — a^. 

3 27 



:fOTKS. iSl 

Dans cette iiiégalilé, remplaçons partout a par ^> nous 

aurons 

sin^^û 2> 3 sin-rt ^— «'; 

3 9 27» 

remplaçons de même a par^ dans cette seconde inégalité, 

puis de même a par ^ dans Tinégalité obtenue^ et ainsi de 

suite; nous obtiendrons de cette manière une série d'iné- 
galités successives , que nous pourrons écrii*e ainsi , en ix»- 
prenant à partir de la première, 



sin « > 3 sin ^ — 


^3' 


siii - > 3 sin ^- — 


^3* 


sin - > 3 sin ^ - 





et généralement 



sin^,>3sin^«4^,, 



s.n3;^-,>3sin^-4p;. 



Maintenant, supposons que Ton multiplie ces diverses 
inégalités , à partir de la seconde , par les puissances suc- 
cessives de 3 jusqu'à 3""*, et que l'on ajoute tous les ré- 
sultats-, il en résultera, quand on aura supprimé tous les 
termes qui se détruisent, 

sm û > 3" sin ^ — 4 — 'H h -: 4- -r -t- • . . 

3'» ^27\ 9 9' 9^ 

Dans ce résultat, faisons n = 00 -, Tare inflninient petit 
^ se confondra avec son sinus, ce qui réduira la première 
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partie du second membre à l'arc a lui-même, en intro- 
duisant aux deux termes de la fraction le facteur commun 
3", que Ton pourra supprimer. Quant à la seconde partie , 
la progression indéfinie par quotient qui est dans l'accolade 

se réduira à ^; et ainsi, attendu que ( — X^ = ^)9 l'iné- 
galité se réduira à la suivante : 

sin rt > tf — -pia^ , 
o 

ou 9 ce qui est la même chose , 

a — sin a <^ ^ a^ ; 

c'est-à-dire que la limite de l'erreur commise, quand on 
prend un petit arc à la place de son sinus , est égale à un 
sixième du cube de ce petit arc. 

Sous un autre point de vue , les quantités a et a — ^ a', 

étant deux limites, l'une supérieure, l'autre inférieure, 
entre lesquelles se trouve comprise la valeur de sin a, cher- 
chons de même deux limites pour cos a. Or celles-ci s'ob- 
tiendront en substituant dans cos a exprimé en fonction de 

sin a, ou mieux de sin - a, les deux valeurs limites de cette 

2 ' 

dernière ligne trigonométrique , ce qui donnera 
1°. cos« = i — 2 sin' -a, 

2 

«' a* 

2®. cos a ]> I — 2 y 5 ou cos « ]>• I y 

„..<.-.[(«-)-i(f)7, 

ou cos a <r I 1 I — TT I - I I > 



'<-^'-m'] 
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cl à fortiori , eu développant et supprimant le terme négatif 
du sixième degré dans le second membre, 



a' a' 



ces a <^ I h 



2 24 

Ainsi, comme on le voit, au moyen des quatre termes 
-9 1 r et 5~7^ ^^ peut exprimer les valeurs 

approchées des smiLS et des cosinus , ainsi que les limites de 
ces valeurs approchées ; ce sont : 

Pour la valeur approchée en plus , de sin a : le terme a , 

et pour la limite de l'erreur, -r- 

Pour la valeur approchée en moins, de cos a : l'expres- 
sion I 9 et pour la limite de l'erreur, —7» c'est-à-dire 

2 ^ 24 

un vingt-quatrième rie la quatrième puissance de l'arc. 



a' 



Et par suite encore , a — -^ serait une valeur du sinus 



a' a* 



approchée en moins, et i 1 7 une valeur du cosinus 

*^^ 2 24 

approchée en plus. 

(L'unité ou le terme i peut même aussi, quand l'arc est 

extrêmement petit, être lui-même considéré comme une 

valeur du cosinus approchée en plus, la limite de l'erreur 

étant alors — ou la moitié du carré de l'arc.) 
2 ' 

Prenons pour a la seconde du degré centésimal, ou la 

millionième partie du quadrant, dont la valeur, quand on 

fait le rayon égal à Tunîté, est 



TT 



2000000 



= 0,600001670796326795 : 



l'erreur commise en employant cet arc pour son sin 
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alors moindre que 

^(o,oooooi6;\ ou ^(0,000000000000000004096), 

ou 

o ,00000000000000000 I , 

c'est-à-dire V unité décimale du dix-huitième ordre : on 
pourra donc pousser le calcul de la valeur de a jusqu'à la 
dix-huitième décimale, et considérer le résultat comme re- 
présentant, jusqu'à cette limite, la valeur de sin a, ce qui 
exige l'emploi des douze premières décimales du nombre tt. 
Quant à la valeur de cos a, en la supposant égale à 

I j on ne commettra pas d'erreur dans les vingt- 
quatre premières décimales, car il est facile de voir que 
-y (0,000002)* est moindre que Funité du vingt-quatrième 

ordre; et pour atteindre ce degré d'approximation pour 
le cosinus, la même valeur de a est encore suffisante; 

en effet, le terme — ayant onze zéros entre la virgule 

et le premier chiffre significatif, et présentant d'ailleurs 
autant de chiffres significatifs exacts que a, les 12 déci- 
males de TT, ou les i8.de a^ nous en donneront 24 pour 
cos a. 

Cela posé, prenons les deux formules de Th, Simpson : 

sin ( w + 1 ) a = sin ma X 2 cos a — sin ( w — i ) « , 
cos [m ■+- 1 ) a = cos ma X 2 cos a — cos {m — i ) « , 

dans lesquelles nous ferons a =.1" -^ et supposons-y succes- 
sivement m =: I , m = 2 , . . . jusqu'à m = 999999 , hypo- 
thèse finale qui reproduit le quadrant. En réalité d'ailleurs, 
on n'a pas besoin de dépasser le demi-quadrant; mais en 
admettant même le cas défavorable où l'on irait jusqu'au 
quadrant entier, nous voulons faire voir que néanmoins, 
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et malgré V accumulation successwe des erœiu's^on ob- 
tiendrait encore douze décimales exactes pour les sinus et 
cosinus des arcs mêmes les plus rapprochés de cette limite 
extrême. 

A cet ell'et , soit représentée par d la fraction d'imité du 
dix-huitième ordre dont sin i'' est en défaut^ Terreur de 
cos v" devra être négligée comme étant d'un ordre décimal 
beaucoup plus élevé, ou plutôt parce que le nombre de 
chiflres significatifs exacts de cos i" est beaucoup plus 
élevé que^celui de sin i" (24 au lieu de 18). 

D'après cela, la limite de l'erreur de 1" sera 2 à\ celle 
de sin V sera acîxa — cî, ou 3(î*, celle de sin 4^' sera 
3 J X 2 — 2 (î , ou 4 ^ î et généralement la limite de Terreur 
de sin (m-H-i) l'usera wcîx 2 — (m — i)cî, ou {m — 1) à. Par 
conséquent , ces erreurs successives, ou plutôt leurs limites 
supérieures, formant une progression par différence dont la 
raison est cî, il en résultera pour l'arc de 1 000000'', c'est- 
à-dire pour le quadrant, une erreur limite de 1 000000 J, 
ce qui fait la même fraction de Tunité décimale du dou- 
zième ordre, que à Test du dix-huitième. Conséquemment , 
le nombre des décimales certainement exactes ou sur les- 
quelles on peut compter, se trouvera ainsi réduit de 18 
à 12 ; mais il ne sera pas nécessaire de descendre au-dessous 
de ce dernier nombre. ' 

De même, soit s la fraction de Tunité décimale du vingt- 
quatrième ordre , dont le cos i" est en défaut. L'erreur li- 
mite de cos 7!' sera 4 s 5 parce qu'ici les deux facteurs du 
terme cos i'' X 2 cos i" étant comparables, on ne doit plus 
rien négliger. Celle de cos Z" sera 5 8X2 — 6 = 95^ celle de 
cos 4'' sera de même ioeX2 — ^t=i6t\ celle de cos 5'' 
sera 176X2 — 95 = 25 s, et ainsi de suites c'est-à-dire 
en généralisant, que cos (m-t-i) 1" comporte une erreur 

limite de 

{m*4- i)eX 2 — (w — i)'e = (w-|-i)'e, 
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ce qui montera pour l'arc de ioo°, à io**6, et fera, par 
conséquent, perdre à la série des cosinus, 12 décimales sur 
les 24, de même que la série des sinus en avait perdu 
6 sur 18. 

On voit donc que d'un côté comme de l'autre, on con- 
serve 1 2 décimales exactes dans toute la suite des calculs, 

(Extrait des Nouvelles Annales de Mathématiques.) 



NOTE IV. 

Sur diverses questions. 



1. Quand le rayon des Tables est égal à io*°, on sait 
que sin 10'' > 484813,68078.... (pages 47 et 52). Nom- 
mons a l'arc dont le sinus est égal à l'unité, nous aurons 



a arc 10" 



- < -. }, (i)age 45 » 2° ) ; 

I sm I o ^ ' " ^ ^ 

et , à plus forte raison , 



arc 10" 



100000 



Donc, si le logarithme d'un sinus est négatif, lorsque 
r==io*^, l'arc correspondant sera moindre que la cent- 
millième partie de dix secondes, 

2. Déterminer les diagonales et la surface d'un qua- 
drilatère inscriptible y dont on donne les quatre côtés. 

Soit ABCD {fig- 25) un quadrilatère, inscriptible au 
cercle. INommons « , 6, c, d^ les côtés DA, AB, BC , CD; 
et A , l'angle RAD; on aura 

(i) BD' = fl -+-/^-— 2/ïA CCS A. 
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L'angle BCD, étant le supplément de A , on a aussi 

(2) BD =c^ + rf' + 2C£/co9A; 

d'où 

a' -f- A' — 2 a^ ces A = r' 4- «?' 4- 2 crf cos A , 

et, par suite, 

(O) COSA= r-7 Tv 

2(a6-4-crf) 
Portant cette valeur de cos A dans l'égalité (i), on trouve 

— -2| ed (a* -h b*) -h ab (c* +d^) (ac-h bd){ad~{-bc\ 

Bu •= 7 — ; -; ' = ; • ' 9 

ab '\- cd ab -\' cd 

ou 

(4) BD = y/ 

On a de même 

(5) AC=\/ ^ , 

^ ' V ad-\-bc 

Les égalités (4) et (5) donnent les diagonales du quadrila- 
tère inscriptible , en fonction des quatre côtés. 

Des relations ( 4 ) et ( 5 ) , on déduit immédiatement 

BDX AC = [ac + bd)^ 
et 

Wy _^ad-{-bc 

Â£^ab-\-cd' 

Donc , dans tout quadrilatère inscrit ^ le rectangle des dia- 
gonales est égal à la somme des rectangles des côtés oppo- 
sés ^ et, les diagonales sont entre elles comme les sommes 
des rectangles des côtés qui aboutissent à leurs extrémités. 

Cherchons , maintenant , la surface du quadrilatère. 

D'après une proposition connue (n'^ 57, page 95), 

BAD = ^ ah sïn A, BGD = -cf/ain A; 

7. 2 



(flc-l- bd){ad'hbc) 


ab -i-cd 


{ac-hbd) (ab-hcd) 
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par conséquent , 

(6) ABCD = i {ab-\-cd) sin A. 

U ne reste plus qu'à trouver la valeur de sinus A . 

Or Téffalité cos A = 7—7 rr — donne successi- 

^ i\ah -\-cd) 

vement : 

sinA = >^^-î —^ '- 

2{ab -hcd) 

2(ab -{-cd) 

_ s/[(a-^bY-{c-dY][(c + dY--^(a^bY] 

i( ab -^cd) 

s/ia-hb-i-c—d) (a-hb-hd—c) {c-hd-\-a^b) {c-^d-hb—a) 

T^^** ■■■ _■ ■ I ■ LJ II ■ _ - . ■ I ~ ' ~ * 

i(ab -^ cd) 

En remplaçant sin A par cette dernière valeur, dans Téga- 
lité (6), il vient 

ABCD — s/ia-^à-\-c-d)(a-hb-\-d-c) {c-^-d-\'a-b)(c-^d'\-b-a) 

~~ 4 

Si Ton pose a-i~b-\-c~hd=2p^ il en résultera 

«H-^ + c — d = 2{p — ^), a-^b-i-d — c = 9.{p — c), 
c-t-rf-f-a — b = 9.{j} — b), c-{-d-{-b-^a=:2{p — ^), 

et, par suite, 

( 7 ) ABCD = sj{p-a){p^b)[p — c)[p^dy 

Lorsque rf = o , le quadrilatère se réduit au triangle doul 
les trois côtés sont a , i , c , et l'on retrouve la formule 
connue 

3. On donne le nombre des côtés, w, d'un polygone 
régulier inscrit dans un cercle dont le rayon est r; trouver : 
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1^ le côté de ce polygone^ 2° troui^er, en fonction du côté 
de ce polygone, le côté du polygone régulier circonscrit 
d'un même nombre de côtés y et des polygones réguliers, 
inscrit et circonscrit, d'un nombre de côtés double. 

Soient c , C les côtés MM', SS^ (fig, 3), des polygones ré- 
guliers, inscrit et circonscrit , de n côtés ^ on a évidemment 

DM' = CM . sin DCM', BS' = CB . tang BCS' ; 
donc 

1°. c'=2r.sin— -> C=_-2r.tang — • 

ni m 

Ces deux égalités donnent immédiatement 



n r 



CQ3— i/ I — sin^ — 



Remplaçant sin — par sa valeur — » il vient 

irc 
C=: , 

Maintenant, nommons c\ C, les côtés des polygones régu- 
liers, inscrit et circonscrit, de aw côtés. Nous aurons 
d'abord _ 



c'=:2r.sm •> C' = 2r.tane 

2 7/1 ^ im 



Mai 



is 



sin 
2 

d'où 



Vm = 'W "^ *'" ^ ~ V '~ *'" m ) <"° **' P"^^ *^)' 



2w \V 2r V 2r/ 



et, par suite, 
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On a 



. TT . TT 

sin — 2sin^ — 
tang — = = 

cos — sin — 

im m 



Remplaçant , dans celte dernière ëfi:alité, sin — et sin — 
par leurs valeurs , on trouve 

ir irl I V\ 

tang = — I I— 4/ ,— ^^ , 

im c \ y 4'' / 

ce qui donne 



On a donc 



-^(-0-^.)- 



4». Étant données les surfaces , ^j ^5 des polygones régu- 
liers, inscrit et circonscrit ^ d'un même nombre n de côtés, 
troui^er les surfaces a\ ^, des polygones réguliers y inscrit 
et circonscrit, d'un nombre double , in ^ de côtés. 

Supposons que MM', SS' {fig^ 3), soient les côtés des 
polygones réguliers a ^ b\ on aura 

a=:«.M'CM, ^ = /ï.SCS'. 
Mais 

M' CM = i . CM . CM' . sin MCM' = j r» sin — , 

en désignant par r le rayon du cercle \ et 

SCS' = BS X CB = r. tang - x '^ ~ '"^ tang-- 

^ n fi 
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Doue 

(i) « = 7/7^'sin — 9 (2) A =: «rotang -• 

n ^ ^ n 

En remplaçant^ dans ces deux formules, /^par 2n, il vient 

(3) «'=/ir^sin-9 (4) ^'=: 2^r'.tang — 

Au moyen des égalités (i)....(4) il est facile de résoudre 
la question proposée. 

En eflbi , ces égalités donnent 

. 27r 







sm — 
a n 


TT 




a . TT 

2sm- 


1 *"■ « 

n 


« 




sm - 
a' n 


m 

TT 

• 


» 


■ tang - 


«' 


d'où 




a' a 




et , par suite, 




• 




(5J 




a' = sjab' 




On a aussi 


. 






a! 


sin 


TT TT 

2 sm — .ces 
n 2/t 


TT 
2/1 , TT 


2 


TT TT 

tang — 2 tang — 
^ o^n °2« 


2/2 


Or, 












I -h cos 

2 ^ 


TT 
/l 

• 




2/1 2 




donc 















b' 2 2 a' 
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Il en résulte 






h' — 






ou 




(6) 


^ 1 ^1 



Les équations (5) et (6) répondent au problème. 

5. Tromper la surface (Vun triangle ^ connaissant : 
1^ les trois angles et le périmètre; 2° les trois angles et le 
rayon du cercle inscrit, ou du cercle circonscrit. 

Soient A, B, C, les trois angles du triangle; 5, sa sur- 
face; r, R, les rayons des cercles , inscrit el circonscrit; on 
sait que 



''2. V P{p-a) ^2 V P'iP- 






S = )/ p.(p -- a) {p ^ b) (p -^ c). 
Il s'ensuit 



ABC (u — a)ip-^h)(p^c) s 
tang- . tang- -tang - = y/^/^ ^^''^^ ^^^ ^ = -^; 

d'où 



.ABC 

1 ' y = />Mang - • tang - • tang - • 

^ ^ ^ 

2". En divisant, membre à membre, les égalités 
.V* = p*/*, s = p^ tang - • tang - • tang -, on a 

^ ^* ^ 

' , A B C 

•^= 7 g ç ==/^cotang- -cotang --colang-- 

tang -.tang --rang- 

2à j, ^ 
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Enfin, les relations 

sz=: — bc,sinAy s =z-ac, smB, s := — ab, sin C. 

2 2 2 ' 



donnent 



s^ = ^a' ^'c' sinA.sinB.sinC. 
o 



D'ailleurs, abc=. 4R^; remplaçant dans l'égalité pré- 
cédente , abc par \^s^ il vient 

f ' = 2 R" *' . sin A . sin B . sin C, 

et , par conséquent , 

s=z 2 R' . sin A . sin B . sin C . 

La question est donc résolue. 

6. Tromper la rplaiion qui doit exister entre deux arcs 
a, 6, dont la sommes a-l-6, est constante^ pour que le pro-* 
duit sin a , sin S soit un maximum. 

Nommons m la somme donnée ; nous aurons 

sin a sin € r= — [cos (a — ê) — cos/w]. 

Pour obtenir le maximum du produit sin a sin 6, il faut 
donc poser cos (a — o)==i,ce qui donne 

en représentant par k un nombre entier positif ou négatif, 
et qui peut être égal à zéro. 

Des égalités a + S = m, a — S = 2A-7r, on tire 

a = \- Ait, yi = K7Z- 

2 2 

En ri^mplaçant, dans ces deux formules, A par o, i, 2,..., 

jusqu'au plus grand nombre entier contenu dans — ? on 

aura toutes les valeursde a, 6, correspondantes au maximum 

cherché, qui est - (i — cos m) , ou sin — • 

3* cfl, 1 3 
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Lorsque la somme donnée , m , est moindre que la cir- 
conférence, k n'admet pour valeur que zéro \ alors, a = -, 

2 

7. De tous les triangles inscrits dans un même segment^ 
quel est le maximum ? 

Soit a la corde du segment 5 dans tous les triangles 
inscrits, l'angle opposé, A, sera le même, et, par consé* 
quent , la somme des angles B et C sera une quantité con- 
stante, 180° — A. 

Or, la surface du triangle ayant pour expression 

1 , sin B sin C / ^/^ . i 

-a*. — -. — T — (page 93), on voit que la question revient 

2 sm A 

à trouver le maximum du produit, sinB.sinC, des sinus 
de deux angles dont la somme est constante. Pour obtenir 
ce maximum, il faudra poser B = C, comme on vient de 
le démontrer ( n*^ 6) . 

Ainsi , de tous les triangles inscrits dans un même seg-^ 
ment, le maximum est celui dans lequel les deux angles va- 
riables sont égaux entre eux. 

8. Démontrer géométriquement que la somme des sinus 
de deux arcs est à la différence de ces sinus, comme la 
tangente de la demi^somme des deux arcs est à la tangente 
de leur demi-différence . 

Soient [fig' 4^) AE et'AC les deux arcs quelconques que 
nous désignerons respectivement par a et i ; nous aurons 
d' abord EG = sin a, CD = sin i. En menant CH parallèle 
à A A', et en prolongeant EG jusqu'à sa rencontre , en E', 
avec la circonférence, il viendra 

EC = a—b, E'C=a-+-b, EF=rsin« — sin^, E'F=sin^-hsin^. 

Cela posé, menons la droite EH, et du point H , comme 
centre , avec un rayon égal à OA , décrivons l'arc BR' 5 en 
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conduisant IKl' perpendiculaire à CH, les segments IR 
et l'K seront les tangentes des arcs K5 et K^'. Or, T angle 
CHE ayant pour mesure, d'une part, l'arc K5, de l'autre, 
la moitié de l'arc EC, et ces deux arcs étant décrits avec 
le même rayon, il en résulte que K5 est la moitié de EC. 
On prouverait de la même manière que K.ç' est la moitié 
de E'C. On peut donc écrire 

IK=: tang-(«— ^), rK= tang-(a4-6). 

Mais, d'après un théorème connu, le triangle EHE' donne 
la proportion * 

E'F:EF ::rK:iK, 

ou 

sin a + sin 6 : sin a — sin h : : lang - (« -f- ^ ) : tang - ( a — h)\ 

ce qui démontre la proposition. 

9. Développement du sinus et du cosinus d'un arc en 
fonction de cet arc. 

On a vu (page i43) que 

( cos a -h si — I . sin « )*" = cos ma 4- \/ — 1 . sin ma ; 
et, par suite (page 149) , que 

mi m — I ) 

cos ma m: cos*" a ^^ cos""' a . sm^ « -f- etc. , 

I . ?.. 

mim — i)(m — 2) , . , 

sin ma = m . ces'"""' a sin ri ^ — — = — - cos*""' a . sin^rt-f etc. 

1.2. 5 

Ces deux égalités peuvent être écrites delà manière sui- 
vante : 



cos rfM 



1 mim — i) , \ 

=r cos*" fl I I — ^ — ^ tang' a -\- etc. j 



mim—\)[m — 2) 
sm ma m: cos*" a [ m . tang a ^ — ^ — '■ lang ^ o -f- etc. ] ♦ 



) 
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En posant m =■"> il vient : 



cos 



Â I a \a ) I 

^ = cos a\ I ^ ^ tang' flf 4- . . . 1, 

« I J7 a\a I \a / » , . 1 

a I -tanga ^^ ^ ^ ^ — ^tang'a-h. . . U 

\ja 1.2. o J 



sin a: = cos 
ou 



X 

(i) cosar = cos û 1 > -{ — 2_j4-.. I, 

Or, si l'on fait a = o , on aura : lim \cos ** «/ = i ? €t 
lim ( — 2_| = I . La seconde limite est donnée par la tri- 
gonométrie ; pour obtenir la première , on remarquera que 



X 

cos ''az=z 



V (i -l-tang^r//' 
I 

/ TtangâX xfx — a) [ 7tâng«V 
i/H-xtangfll — ^— JH — ^ -'tang'^l — 5_J -f-elc; 

./ni 

d'où l'on déduit lim \cos ay =:"7= = i , en faisant a = o. 
Les formules (i) et (2) deviennent alors : 



x'^ x^ 3^ 



(3) cosx = i--—+ , 3 / - , 3 3 / 5 e + etc, 

I 1.2.3 1.2.3.4-^ 1.2 3.4-56.7 
Tels sont les développements demandés. 
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Beniarquc, On sait que les lignes irigonomélriques ne 
sont calculées directement que pour les arcs renfermés 
dans la première moitié du quadrant. Or, dans l'hypothèse 
du rayon égal à 2^/1 , la demi-circonférence a pour valeur 
3, 14 «5926. ... 5 par suite. Tare de 45°, le plus grand que 
l'on considère, est moindre que l'unité : donc, les deux 
séries (3) et (4) sont convergentes 5 donc elles permettent de 
calculer les sinus et cosinus avec autant d'approximation 
qu'on peut le désirer. 

Nous rappellerons que, d'après une des propositions 
relatives à la convergence des séries , Terreur que l'on 
commet, dans le cas dont il s'agit, en prenant un nombre 
quelconque de termes , est plus petite que le terme qui 
vient immédiatement après celui auquel on s'arrête. 
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